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Inleiding 
Een in de statistiek veel besptroken proefopzet is de volgende: twee 
variabelen, A' en B' te noemen, worden op verschillende niveau's 
gebracht (a1, ..• , ai, ••• , a~ en b1, .•• , 
combinatie van niveau's a! en b~ wordt een 
1 J 
zoeken verschijnsel gedaan. 
b~, ••• , b 1 ) en bij iedere 
J n 
waarneming aan het te onder-
a1, ••• , a~ kunnen bijvoorbeeld verschillende aardappelrassen zijn, 
b1, ••• , b~ verschillende bemestingen. Het te onderzoeken verschijnsel 
is de opbrengst van een veldje van bepaalde afmetingen. 
De resultaten van een dergelijk experiment plegen geanalyseerd te 
worden met de zg. variantie-analyse. Indien inderdaad slechts een 
waarneming per combinatie a!b! gedaan wordt, is toetsing met behulp 
1 J 
van deze variantie-analyse slechts zinvol indien geen interactie 
tussen de variabelen (meestal factoren) bestaat, d.w.z. indien de 
invloed op de uitkomsten van een factor A' niet afhangt van het con-
stante niveau dat factor B' daarbij heeft. (Een dergelijke situa:tie 
noemen we ook wel additief.) Indien aan genoemde voorwaarde voldaan 
wordt, berust de toepassing van de variantie-analyse op een aan de 
waarnemingen ten grondslag liggend additief model dat als volgt gefor-
muleerd kan warden: 
waarin E(v .. ) de verwachte waarde is van het te onderzoeken verschiJ0 n-L1J . 
sel bij de niveau-combinatie a! ,b~ en 1-<, a. en 
1 J 1 S. parameters zijn. J 
Meestal wordt dan bovendien nag aangenomen dat de waarnemingen z .. 1J 
beschouwd mogen warden als de realisaties van onderling onafhankelijke 
(afkorting: o.o,) stochastische variabelen, die alle dezelfde variantie 
a2 hebben. 
Indien wel interacties tussen de beide factoren A' en B' bestaan, 
kan het additieve model (I) niet gebruikt warden. Het moet dan ver-
vangen warden door het model: 
II • E (z. . ) = y + a . + S . + y ..• 1J · 1 J 1J 
II 
Het schatten van de parametersµ, ai, B, en y" . is niet zonder meer 
J lJ 
mogelijk omdat er meer parameters dan waarnemingen zijn. Zoals uit §2 
zal blijken, kunnen we - zond.er aan de algemeenheid van het model (II) 
afbreuk te doen - lineaire restricties aan die parameters stellen: 
m I a O = o, 
i=l l 
m m I B=O, I y .. = 
j=1 J i=1 lJ 
n L y,. = 0. Oak dan blijft het 
j=l lJ 
schatten een weinig zinvolle zaak omdat er dan evenveel waarnemingen 
2 
als parameters zijn, zodat de parameter a niet meer geschat kan 
warden en via statistische toetsen geformuleerde conclusies dus 
achterwege moeten blijven. 
Om dit bezwaar te ond.ervangen zijn methoden voorgesteld door het 
kiezen van een "model" voor y, , • Het doel van zo 'n model is om het 
lJ 
aantal te schatten parameters te verminderen. Tukey gaf in 1948 als 
model voor y ., , : 
lJ 
y .. = A a, S,. De onbekende parameter y ., , wordt dus teruggebracht 
lJ l J lJ 
tot een parameter A • 
De motivatie van Tukey: voor deze keuze was nogal vaag. Scheffe (1955) 
geeft in zijn boek "The analysis of Variance" een duidelijke motivatie 
voor deze keuze. Ui tgaande van het model y, , = A a, B " werd vervolgens 
. lJ l J 
een toets geconstrueerd welke interactie in dat model moet aantonen. 
Mandel ( 1961) kiest een iets algemener model voor y" , : y, . = 'LB°" 
lJ lJ l J 
De'" 's zijn constanten. Ook voor dit model wordt een toets voor inter-
l 
actie ontworpen. Het model van Mandel heeft het nadeel van asymmetrie 
(alleen B, komt voor). In §3 wordt daarom een nieuw model voorgesteld 
J 
dat algemener is dan die van 'I'ukey en Mandel: 
ye C' = a.~r" + S~So; r .. en Sc zijn constanten. 
lJ l J l J l l 
In §8 wordt, gegeven dit model, een toets voor intera.ctie ervoor ont-
worpen. 
Tukey (1948) suggereerde nag een aantal andere manieren om tot toetsen 
voor interactie te geraken, nl. door transformatie van de output (de 
opbrengst), zeg f(y,.) = g .. , zodanig dat g,. wel additief was. Deze 
-lJ 'lJ lJ 
suggestie is in 1964 door Box en Cox gebruikt en uitgewerkt d.m.v. 
compu-cers. 
III 
In §1 zullen we enige algemene stellingen betreffende lineaire ruimten 
afleiden. De afgeleide stellingen hebben alle direct betrekking op 
de later te behandelen theorie. In §2 wordt aangetoond dat het model (II) 
niets aan algemeenheid verliest indien we de hierboven genoemde lineaire 
restricties opleggen. Bovendien wordt de interactie gekoppeld aan een 
"interactie-ruimte" die volgens §1 bijzondere eigenschappen heeft. 
Het model II wordt steeds in vector notatie geschreven, waarbij 
E(yo o) de ije component is van een vector met m•n componenten. 
-iJ 
In §2 wordt zo'n vector ontbonden in ruimten die in §1 gedefinieerd 
werden. §3 geeft een opsomming van de hierboven genoemde modellen. 
Voor deze modellen vinden we in §6, §7 en §8 de toetsen voor interactie. 
In §9 vinden we methodes die een keuze maken tussen de hierboven genoem-
de modellen. Het komt ook voor dat het geponeerde model niet voldoet. 
In §10 wordt dit bekeken. §11 tenslotte, geeft kleinste kwadraten-
schatters voor de genoemde parameters. 
§1. Definities en stellingen over lineaire ruimten in het raam van de 
theorie 
Hierna worden vectoren gedefinieerd die in een soort matrix notatie 
opgeschreven zijn. De elementen van zo'n vector moet men dan rij's 
gewijze aflezen. De ie rij van zo'n "matrix" bevat dus het i1e, i2e, 
element van een ald.us ged.efinieerde vector, 
Definieer de vectoren: 
... 
Q, = 
111 
1 11 
... 
1 1 1 
Er zijn hier m rijen en n kolommen. 
Deze vector heeft dus m x· n stel N 
elementen. Tenzij anders vermeld, 
hebben alle aldus genoteerde vectoren 
m x n = N elementen. 
11 1 
0 De ce rij bestaat uit alle e • • s • l enen, 
0 and.ere element en zijn nul. 
i = 1 ' • • e , m. 
000 0 
ac = l 
'117 l 
000 0 
000 0 
De ce bestaat uit alle J J TlJ enen, 
00 010 0 and.ere element en zijn nul. 
J = 1 ' e e • , n. 00 010 0 
be 00 010 0 = 
J 
00 070 ... 0 
Tenzij anders vermeld geldt steeds l = 1 ' • e • ' m· j = 1 ' " 9 & ' n. , 
2 
Definitie. VN is een ruimte gevormd door alle vectoren met N elementen. 
VN is dus een lineaire ruimte. VN is N dimensionaal (er zijn 
maximaal N orthogonale vectoren te construeren. 
Definitie, AC.VN is een ruimte gevormd door alle lineaire kombinaties 
van {a,}. 
l 
A is dus een lineaire, m dimensionale ruimte (aangezien er 
maximaal m orthogonale vectoren {a,} zijn is Am dimensio-
1 
naal). 
Definitie. BC.VN is een ruimte gevormd door alle lineaire kombinaties 
J . 
van Lb,}. 
J 
Bis dus evenzo een lineaire n dimensionale ruimte. 
Definitie. Als PC.VN en QCVN, dan is er een ruimte P + Q gedefinieerd 
die gevormd wordt door alle elementen van Pen van Q en door 
alle lineaire kombinaties van de elementen van Pen Q. 
Als Pen Q lineair zijn dan is P + Q dus oak lineair. 
Beschouw A t"\B: rijen gelijk ("\ kolommen gelijk ==> alle 
elementen gelijk, 
Definitie. Lis een lineaire ruimte opgespannen door 1, 
L lS dus een dimensionaal. 
f a , = I b , ==> L CA, L C B. 
l l j J 
Ui t bovenstaande volgt: At"'\ B = L. 
De dimensie van A+ B ism+n-1, vanwege Af'\B = L. 
Definitie. c zij een vector met komponenten {c, J, l c, = 0. 
l , l 
l 
Definitie. De ruimte C bestaat uit elementen c. Uit 1 = 0 blijkt 
(
1 ) f ci 
dat C ..L ~ , m " 1, C c.,V (m dimensionale ruimte, bestaat 
uit vectol-en met m elemen:en), C ..L(1
1
:) dus C is (m-1) 
dimensionaal. 
C is lineair: 1.,  (ac, +Sc!)= a 1.,  c, + S 1.,  c! = 0. 
l l l l 
l l l 
3 
Definitie. d zij een vector met komponenten {de}, L d, = 0. 
J j ,) 
Definitie. De ruimte D bestaat uit elementen d. Evenzo blijkt dat D 
een n-1 dimensionale lineaire ruimte is. 
Definitie. c *dis een tensorprodukt. Deze 1s gedefinieerd door 
de vector: 
C * d = 
c d 
m n 
==> 
Definitie. De ruimte c * D bestaat uit de tensorproduk.ten c * d, 
waarin c een bepaalde, vaste vector uit C en waarin d de 
gehele ruimte D doorloopt, 
c * D C.VN omdat c * d E..VN. 
Definitie. De ruimte C * d wordt analoog gedefinieerd. 
c *Dis een lineaire ruimte want: 
zij s = r(c * d) + p(c * d') = C * d" 
(met: saVN, r en p konstanten. Voor den d' 
I de = l d! = o. Dan geldt ook: I d'} = I (tdo 
j J j J j J j J 
= T L d O + P L d ! = 0 • Dus c * d" '=- c * D ) . 
J J j J ' 
Stelling 7.3.1. c *d ..Le' *dals c ..Lc'Vd .Ld'. 
Bewi j s : ( C * a. ) ' ( C ' * d ' ) 
als \ C ,C ! = 0 als c..J..c' l l l 
l 
\ d,d! = 0 als d .Ld'. L; J J J 
= \' 
l 
ij 
c,d,c!d! 
l J l J 
geldt 
+ pd o) = 
J 
Omdat Deen n-1 dimensionale lineaire ruimte is kunnen we 
in D ten hoogste n-1 orthogonale vectoren vinden. Noem deze 
1 2 n-1 1 2 n-1 d, d, •.. , d • Dan zijn c * d, c * d, .•• , c * d 
ook alle onderling loodrecht. 
4 
Zijn dit tevens het maximale, aantal onderling loodrechte 
vectoren inc* D? 
Stelling 1.4.1. c * d' ...L c * d" dan en slechts dan als d' ..l..d" 
(3c,,d, 'f 0). 
l J 
Bewij s: ( c * d' ) ( c * d") = l 
lJ 
- \ 
- L 
2 
C, 
l 
L d ! d'i = 0 
J J J 
dan en slechts dan als d' .l.. d", want I 
lJ 
2 
c, 'f o. 
l 
l 
Dus: we kunnen c * D opspannen voor maximaal n-1 onderling 
loodrechte vectoren, c *Dis dus n-1 dimensionaal. 
Evenzo is C * d m-1 dimensionaal. 
Definitie. Onder de tensorproduktruimte C * D verstaan we de verzame-
ling van alle lineaire kombinaties van alle elementen uit 
de vectorruimte {c(k.4-D}c.VN. c(k)~c(k')k i k', k=1, ••. ,m-1. 
(D.w.z. a4!:C * D ==> a= L akc(k)* d(k) waarin d(k) steeds 
k 
J ' een willekeurig element van Dis. lak\ zijn konstanten). 
Dus: c * d E:C * D, 
Opmerking. C * D bevat niet uitsluitend vectoren van het type c * d. 
' ' "I "I 
y(c 1 * dJ) + o(c 1 * dJ ) heeft niet de opbouw van c * d 
(iti',j#j'). 
Er zijn nu (m-1) lineaire (n-1) dimensionale ruimten {c~} 
te vinden die onderling loodrecht zijn. 
We kunnen dus maximaal (m-1)(n-l) onderling loodrechte 
vectoren in C * D vinden ==> C * D is (m-1 )( n-1) dimensionaa1. 
(zie stelling (1.3.1)). 
Definitie. Onder de residu-ruimte G c.VN verstaat men een ruimte metals 
elementen de vectoren g, 
g heeft als element en [g, , } met lJ 
g, , = h, , -h, -h , +h , met h, = .l l h, , , h , = .l L h, , , lJ lJ l. • J . • l. n ' lJ . J m ' lJ 
J J 
h = 1. \ N L h, , ; h, , zij n willekeurige konstanten. lJ lJ lJ 
5 
Qpmerking. De gebruikte puntnotatie zal hierna bij elke grootheid 
met indices i en j toegepast kunnen warden. 
Stelling 
G is een lineaire ruimte: 
ag,, = ah,, 
lJ lJ 
= piJ - p, -l. 
g .. + g! 0 = h,, + lJ l.J lJ 
+ (h 
ah "+ ah 
.J 
+ p 
•J 
p 
h ! , 
-
th. + 
lJ l • 
Kies ah" , = p, , , 
lJ lJ 
h! ) 
-
(h + h' , ) l • • j •J 
+ h' Kies h , , + h ! , = q, , 
lJ lJ lJ 
= qij - qi. - q.j + q , want 
-
1 'i' 1 1 1 ( ) 1 L h., ,, + - ' h! 0 = - L h .. , 0 + h!" = - l q~ ~ = 
n J lJ n j iJ n J lJ lJ n J lJ 
. Iedere basis vector a, e.A ..LG: l 
L5,1 = O. \ g,' . 1 = \ OL .. h. h + h I,; lJ L lJ l, • j l l 
Dus G J...A. 
Iedere basis vector b,cB .LG: 
J 
1.5.2 = 0 \ g.,' . 1 = \ (h, , h, h + h L lJ l lJ l, • J j J 
Dus G .1.. B, en dus G .LA + B. 
Stelling. G = C * D. 
+ 
Stel h, , = c. d , ==> g, , = c, d, - 0 - 0 + 0 = c. d, • 
lJ l J lJ l J l J 
Dus c * dE.G, dus oak alle lineaire kombinaties: 
ac .,.,.. d + Sc' * d' cG, dus: 
C * D c.G. D.w. z.: dimensie G ..::._ (m-1) (n-1). 
A + B t:.VN, A + B is m+n-1 dimensionaal. 
etc. 
G(C.VN) J.. A+ B, dus dimensie G < N - m + n - 1 = (m-1)(n-1). 
Dus dimensie G = (m-1)(n-1 ). 
C * D c.vN en G CVN zijn beide lineaire, (m-1 )(n-1) dimensionale 
ruimten, met C.,... DC:.G ==> C.,... D = G. 
6 
§2. Het model in de tweewegklassifikatie als een ontbinding in de 
ruimten A+B en C~=G. 
Aangenomen wordt dat we waarnemingen verrichten die beinvloed worden 
door 2 effekten A' en B' , respektievelijk op m en n ni veaus. Per 
def 
niveaukombinatie doen we een waarneming. Totaal dus m * n N waar-
nemingen. 
Definieer 
l..1n 
l.. = 
¾12 
E(y) = n = met E(z. .. ) = n, . 1J J.J 
Onder sQ zullen we verstaan de projektie vans op de ruimte Q, 
Omdat A + B J. G geldt: 
2 .6. 1 
deze ontbinding is uniek: we kunnen n op een en slechts op 
in vectoren uit A+B en uit G ontbinden. 
Evenzo: 
2.6.2 l.. = ~+B + i£c• 
.,.., . 
een manier 
A. Aanname: z.. N(n,o2I), waarin I de eenheidsmatrix in VN is. 
7 
nA+B eA + B. nA+B 1s dus te ontbinden in twee componenten a'€ A en S 'c: B. 
Stel, data' en S' geen nulvectoren zijn. Dus: 
nA+B =a'+ S', 
Definities 
A0 c A 1s een ruimte met A0 .LL. 
B0 c. B is een ruimte met B0 .L L. 
Dus er bestaat een unieke ontbinding van a' en S' in resp. A0 en L 
en B0 en L: 
S'=S' +S' B0 L 
Uit (2.7.1) volgt: 
n = a' + S' + a' + S' A+B L L Ao Bo 
def 
µ + a, + SB' . 
L AO 0 
Dus: 
2.7.2 
Deze ontbinding is uniek vanwege de orthogonaliteit van de ruimten L, 
Ao, Bo, G. 
Definieer: 
s , s2 s n 
s, s2 Sn 
s I = 
BO 
a a a 
m m m s 1 s2 Sn 
8 
y1m ••• ••••••Ynm. 
Zander afbreuk te doen aan het algemene model dat in de inleiding 
genoemd werd kunnen we dus stellen: 
2. 8. 1 
2.8.2 + z: s. = o j J 
2.8.3 nG6G -+ l y. 0 = l Y0 0 = o, zie (1.5.1) en (1.5.4). 
1 1J J 1J 
We gaan nu de elementen afzonderlijk bekijken. 
Voor een element no o geldt dus: 1J 
2.8.4 no o = µ + ao +So+ Yoo' en dus 1J 1 J 1J 
2 2.8.5 '}l_•o =µ+Clo +So+ Y•o + eo, met var(e.o) = cr cov(eo.,e.,o,) = 0 1J 1 J 1J -J..J -iJ -iJ -J.. J 
voor i ':/: i' U j ':/: j' , vanwege aanname A op blz. 6. 
Zuivere schatters voor a;, 130, Y•oo enµ warden dus, met (2.8.1), (2.8.2) 
.1. J 1J 
en ( 2. 8. 3): 
2.8.6 1:!.=z •• 
2.8.7 (l 0 = '}f_o - '}[_ 
-i i. .. 
" 2.8.8 13 ° = ¥.. - z. 
-J •J .. 
2.8.9 yo. = ¥..· 0 - l.-° - '}[_ + X. 
-iJ 1J 1. •J .. 
9 
Uit (2.8.5) blijkt dat we ")L·. opgebouwd kunnen denken uit µ, een 1J 
n1veau onafhankelijk van rijen en kolommen; uit a., een grootheid 
1 
alleen afhankelijk van een rij, dus alleen afhankelijk van het effekt 
A' ; ui t 13 . een grootheid die dus ( analoog a. ) afhangt van B' ; ui t een 
J i 
interactie grootheid y .. die afhangt van kolom en rij en uit een iJ 
stochastische grootheid e .. waarvan wij de verdeling aangenomen hebben. 
-iJ 
Definitie. We spreken van additiviteit van een model dat opgebouwd is 
in de zin van (2.8.4), (2.8.5) als geldt: 
n .. = n .. , = n.,. - n.,., iJ iJ i J i J 
" " ...£ "I "I i ,J r i ,J • 
Stelling. Is een model additief dan geldt y .. iJ = 0 
2. 9. 1 
\ 
l 
i I JI 
(zie (2.8.9)). 
==> 'i' l 
i I JI 
n. 
(n .. -n .. ,-n., .+n., ., ) = o. iJ iJ i J i J 
i. 
n . + n 
•J 
= y .. = 0 iJ 
Stelling. Als geldt y .. = 0 V . . dan is het model additief. Dus: iJ i ,J 
2.9.2 ==> n .. - n--, = n.,. - n.,.,. iJ iJ i J i J 
(2.8.4) resp. (2.8.5) warden in vector notatie (zie §1): 
2.9.3 n = )Ji + 
2.9.4 ")l = µ9, + 
~11 <t O ••• 
e = 
\ a.a. ft i i i 
'i' a.a. ~ l l 
l 
~1n 
e 
-mn 
+ \ 13 .b. + y I-; J J J 
+ \ 13. b. + y + e met y = nG en: l J J J 
10 
➔ We spreken van niet-additiviteit indien y # 0 (nulvector). 
Het model (2,9,3): 
2.10.1 
wordt hierna model A genoemd (A: algemeen). Zoals in de inleiding 
gezegd is, zullen we omtrent de y een aantal veronderstellingen 
doen, teneinde het aantal te schatten parameters te reduceren. 
11 
§3. Het model van Tukey en Mandel. Voorstel voor een nieuw,symmetrisch. 
model. 
We vonden het model A: 
I.· . = µ + a. + (:L + y •• + e ..• De µ, a. , S. en y .. will en we graag 
J.J J. J J.J -J.J J. J J.J 
schatten. Er zijn dus 1+m-1+n-1+(m-1) (n-1) = mn = N onbekenden uit 
N waarnemingen te schatten. Er is dus totaal niets over de nauwkeurig-
heid te zeggen. 
Uit fysische overwegingen blijkt dat men vaak kan zeggen: y .. = f(a.s.). 
J.J J. J 
We kunnen y .• ontwikkelen (t/m 2e graad): 
J.J 
2 2 3~11.1 y .. =A+ Ba.+ CS.+ Da. + Aa 0 S 0 + HS .• 
J.J J. J J. J. J J 
Uit (2.8.3) volgt: 
= A + Ba. 2 + HS o, mete = l I s~ y. + Da. = J.. J. J. n . J J 
A+ cs. + D<j> + 2 met <t> = l I 2 y 0 = HS., a.• 
•J J J m. J. J. 
Dus: 
3.11.2 Ba. 2 - A - HS + Da. = J. J. 
3. 11 .3 cs. 
J 
2 
= - A - Dcj, + HS. 
J 
( 3. 11 • 2) en ( 3. 1 1. 3) in ( 3. 11 • 1 ) : 
y .. = - A - HS - D<j> + f\a.S. 
J.J l J 
y. = - A - HS - D<j> = 0 J.. 
Dus, benaderen we f(a.,S.) voor een tweede graads polynoom, dan kunnen 
J. J 
we volstaan met A,a.s .• 
J. J 
Tukey neemt daarom als model (model T): 
I.·. =µ+a. + S. + Aa.S. + e .. 
J.J J. J J. J J.J 
12 
Def a = , s = ==> a cC, S c..D = a * S c.C * D 
a 
m Sm 
In vector notatie wordt model T 
3.12.1 y_ = µ9, + i a.a. + I s. + /\Ct * s + e l l J l J 
3.12.2 n = µ + I a.a. + I s. + Aa * S l l J l J 
a c:.C, ScD dus A a * S c.C * D = G 
Model T lS dus een bijzonder geval van model A. 
3.12.3 Uit (2.9.3) volgt dan dat Y = nG = /\ a 
==>a * SE.G 
want \ a. = \ s. I.: l I.: J l J 
en dus 
* S voor model T. 
Onder de nulhypothese HT verstaan we het geval van additiviteit: 
/\ = 0 (zie stelling (2.9.2). 
= 0 
Onder de alternatieve hypothese HT verstaan we het geval /\ f: 0 (niet-
additiviteit). 
Eis a* Sf. 0 (0 vector) of: 3 a.S. ,/. 0. 
l J 
Mandel geeft een iets algemener model (model M): 
3.12.4 v .. =µ+a. + S. + r.S. + e .. met T = 0 of, indien p. = r.+1, 
"'-1 J l J l J -1 J l l 
3.12.5 y_. . = µ + a . + p . S . + e . . met P = 1 . 
lJ l l J -lJ 
In vectornotatie: 
3.12.6 1· 1 y_ = µ9, +la.a. + L S.b. + T * S + e als 
l l J J 
T = 
1 
m 
l J 
T : 0 ==> r E: C. 
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Dus: 
3. 13. 1 n = µ9, + \ CLao + \ (Lb, + T * s ~ ]_ ]_ l J J ]_ J 
T E::C' S ~D, dus model M is ook een bijzonder geval van 
model A. 
3. 13.2 T * S E:.C *D ➔ T * S c.G ➔ y = nG = T * S • 
Onder de nulhypothese ~ verstaan we het geval van additiviteit: 
, = 0 of , , = O , 'if, ( p , = 1 V, ) . 
]_ ]_ ]_ ]_ 
Onder de alternatieve hypothese F"M verstaan we het geval T # O, 
of: j,L # O, of~jP, # l (niet-additiviteit). 
]_ ]_ 
Eis S 'f O of: :ls" 'f 0. 
- J 
Voorstel voor een nieuwe toets 
Model M heeft het bezwaar van asymmetrie (in a en S). Een ander model M 
is nl. ook denkbaar: 
3.13,3 l... = µ9- + ~ aiai + Z Sjbj +a* '(D) + e met '(D)c:D. 
]_ J 
Kombinatie van (3.12.6) en (3.13.3) geeft: 
x._ = µ £ + I aiai + 4 S j b j + a * , ( D) + , ( C) ..... S + e 
]_ J 
waarin T ( C) = T. De index ( C) van T ( C) duidt er op dat , ( C) e C. 
(Dit is dezelfde T die gebruikt werd in (3.12.6).) 
Stel C opgespannen door de (m-1) onderling loodrechte vectoren 
c ( 1 ) , .•• , c (m- l ) , dan: 
m-1 \ J . 
'(c) = Y1 c(1) + l Yk c(k) • tYk} zijn constanten. 
k=2 
'(C) = Y7 
m-1 
+ \ l y k c ( k ) , d us : 
k=2 
Stel c( 1 ) = a: 
T(C) * i3 
14 
m-1 
= y1a ~ 13 + l Yk c(k) * S 
k=2 
m-1 
T ( C ) * 13 + a * , ( D ) = y 1 a * 13 + a * T ( D ) + kf 2 Y k c ( k) * 13 
def 
= s * 13 + a * r, s cC, r cD 
m-1 
waarin: s = L yk c(k) 
k=2 
en 
S wordt opgespannen door c ( 2 ) , ••• , c (m- 1 ) ==> s E. S c_c. 
c( 1) J...c(2)' '• ·' c(m-1) 
Het model wordt dus: 
➔ ➔ a ..l. S ➔ a ..Ls. 
Model V 
3.14.1 y = µi + 2 a.a. + l 13,bo +a* r + s * 13 + e mets .l.a. 
l l l J J J 
Dit is ook te schrijven als (indien w~ de i,je lrnmponent van y nemen) 
3,14.2 
met L 
l 
= µ + r! a, + s! 13, + e., met r! = r. + 
J l l J -J.J J J 
s! = s. + 1 
l l 
en: L a,s. = 2 a.(s,+1) = L a.s! = 0. 
. l l . ~ l • l l 
l l l 
= 0 
Analoog model Ten Mis model V ook een bijzonder geval van model A. 
Er geldt dus: y = nG =a* r + s * 13. 
Ogenschijnlijk (vanwege s.i.a) is (3.14.1) nog steeds asymmetrisch. 
Op dezelfde wijze als boven kunnen we (3.14.1) verder opsplitsen: 
3.14.3 1. = µ£ + ~ aiai 
l 
+ L 13. b. + a * t + s * 13 + :\a * 13 + e, 
J J J 
s ..I.. a, t .LS, met T (;;' D ,- T J.. 13. 
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Dis opgespannen door: d( 1) = S, d( 2 ), ••• , d(n- 1) (orthogonale basis). 
Tis opgespannen door d( 2 )' ••• , d(n-1). 
(3.12.6) is nu duidelijk volkomen symmetrisch in a en$. 
( 3. 14. 3) geeft duid.elijk aan dat het model V een kombinatie is van 
twee.Mandel modellen (met restrictie) en het model van Tukey. Kiezen 
we s = 0 oft= 0 dan hebben we het model M, kiezen we s = 0 en t = 0 
dan hebben we het model T. Wegens (3.14.1): 
Dus: 
Onder 
a*r 
n = µt +la.a. + l $.b. +a* r + s * S, a ..l-s. 
i ]. ]. j J J 
nG = a *r+ s * S, omdat a*r.L.s * S cC * D. 
+ de nulhypothese Ry geldt: nG = 0. 
+ 
+ s *S = 0 
+ + 
a * r ..l- s * S ==> onder Ry: a * r = 0, s * S = 0. 
+ + Stellen we weer als eis: a 1 O, S 1 O, dan moet voor additiviteit 
gelden r = 0 ens= O. 
Omgekeerd is duidelijk: als r = 0 ens= O, dan is nG = 0 en dan is 
er additiviteit. 
Onder de alternatieve hypothe~e Ry geldt: 
r 1 OUs 1 O. 
Bekijken we (3.14.3) dan zien we dat model 
T of M. 
Is s = o of t = 0 dan hebben we een model 
Is s = o en t = 0 dan hebben we model T. 
Verder geldt onder F-V: 
s. = 0 'rf. ==> s! = 1 't/. 
]. ]. ]. ]. 
r. = 0 't/0 ==> r~ = 'v. 
J J J J 
en onder I\,-= 
3,.s. 'f- 0 v3r. f:. o. ]. J 
V algemener is dan model 
M. 
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§4. Kanonieke transformatie, algemene opmerkingen over de ontbinding 
van de vector z.· 
De ruimte VN kan door minimaal N onderling loodrechte vectoren worden 
opgespannen. Wegens VN = (A+B) + G, (A+B) .i G, kunnen we tenminste 
twee vectoren hiervan willekeurig kiezen, met dien verstande dat de 
ene in A+B moet liggen en de and~re in G. 
Span A+B op door: v( 1), v( 2), ••• , v(m+n-1)" 
(A+B is immers m+n-1 dimensionaal) waarbij geldt dat 11ml I = 1 en 
v(Qv(iy= 0 voor 1,1 1 = 1, ••• , m+n-1; 1 # l'. 
G spannen we onafhankelijk van A+B op door: v(m+n)' ••• , v(N)' 
met llv(k)IJ = 1 en v(k) v(k)' = 0 voor k,k' =m+n, ••• , N; k # k'. 
Construeer nu een N x N matrix P' metals kolonnnen de elementen van de 
vectoren v(1)' ••• , 'tm 
P' = (v1, ••• , vN). P' is dus een orthogonale matrix. 
Stel: 
4.16.1 ~ = Pz.. z is dus-een vector met N elementen: {zk} k = 1, ••• ,N. 
Uit (4.16.1) volgt: 
~k = v(k) y. P' is een orthogonale matrix dus: 
y = P' ~, zodat 
N 
4 • 16 • 2 z. = I ~ v(k). 
k=1 
Var(z.) = o2I (aanname A blz. 6). 
Dus: 
4.16.3 2 2 Var(~)= Var(P z.) =Po IP'= o I. 
Om.dat {~k} verkregen wordt d.m.v. lineaire transformatie uit z., heeft 
{~} ook een normale verdeling, omdat z. normaal verdeeld is. 
Uit (2.6.2) volgt: 
4.16.4 z. = Y~+B + yG. 
Uit (4.16.2) volgt: 
m+n-1 
4.11.1 x. = I 
k=1 
m+n-1 
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l ~ vl'IAE A + B omdat A+B opgespannen 1.s door v1 , ••• , vm+n- 1; k=1 ~•,,, 
N 
l .!k vk E.G omdat G opgespannen is door Jm+n'f •.• , W 
k=m+n 
De {zk} zijn dus de kentallen van de vector y op een coordinatenstelsel 
metals assen {voJ· 
De ontbinding van x_ in A+B en G is uniek dus geldt: 
m+n-1 
4.17.2 x.A B = l 
:tt.+ k=1 
N 
.!k v(k\ en 
4.17.3 .lo= l ~ V(ky 
k=m+n 
Verder geldt: 
4.17.3 1 X. = (x_A + :.Z:B - :.Z:1) + (z. - l.A - X.B + .l.1) ' 
4. 17.4 
evenzo 
I a,z., 
' 1. 1.J 1. 
l Z·' 
. 1.J 
= I __ 1. __ a. = 
. n i 1. 
= 
x.,. .l.1. 
Xm. Xm. 
.l. • 1 X..2 
y. 1 l..2 
.z. 1 .z. 2 
. .. Zm. 
... 
.l..n 
... Y.n 
Z.n 
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X. . . X. .. y •• 
\ yij Y.. x. .. 
~' .. 
4.18.1 X.1 = 
iJ 9, = mn 
y •• 
X. 
. . 
X. 
.. y •• 
Duidelijk is: 
ZA + ZB - X..1 E:A + B. 
Het i,je element van x_ - :t..A - yB + x_1 is, zie (4.17.4), (4.17.5), 
(4.18.1): 
X.ij - zi. - z.j + Zij' dus geldt volgens de definities in §1 gegeven: 
X. - ZA - ZB + X.1 bG. 
Zodat geldt, met (4.16.4) en (4.17.3 1 ): 
4.18.2 ZA+B = X.A + X.B - Y..1 
4.18,3 Zc- = x_ - zA - x_B + x_1 , daar y_ = Y..A+B + Zc- uniek is. 
Voor het model A volgt op analoge wijze (y G): 
met, analoog ~+B =!!:_A+ !!:_B - ~L met E(!!:..,A) = E(!!:..,B) = E(!!:..,1 ) = 0. 
Voor het ije element van yA+B geldt dus: 
ZA B = Z· + y_ • - z =µ+a. + S. + e, + e . - e + 0 • i. • J • • ]. J -]. • -. J iJ 
Hieruit vinden we zuivere schatters vanµ, ai' Sj: 
4.18.4 ~ = X. 
.. 
4.18.5 . -, a. = X.· - X. 
-i ]., .. 
4.18.6 lL = X. 
.j - Y.. 
-J .. 
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Deze zuivere schatters voor µ, a1 , Sj hangen dus uitsluitend van 4\.+B af. 
➔ Onder additiviteit geldt voor model A (y = 0) 
4.19.1 E ( v) = µ !l + l a. a. + I S . b . , dus : 
"-- 1 1 • J J i J 
E(z) cA+B; n = nA+B + nG ==> 
Model T, Men V zijn bijzondere gevallen hiervan, onder H.r, ~ en Ry 
geldt dus: 
4.19.2 E(z.) 6A+B ➔ en: nG = O. 
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§5. Zuiverheid en o_nzuiverheid van toetsen gebaseerd,o:p F verdelingen 
De in deze § geho:uden.beschouwingen..zijn van-algemene aard. Voor de in 
de volgende §§ gehouden afleidingen zijn alleen-de definities en de 
stellingen I en II van belang. 
Definitie. Stel {~} + N(µk, 1). voor k - 1, .. u ,n. ~ # 0. 
{~} zijn o.o., 
n 2 2 
z = l ~ heeft dan per definitie een niet centrale x verdeling, 
k=1 2 
genoteerd .door x , , waarin n het- aantaLvrijheidsgraden en A een 
n '/\ 
later te definieren, rni.et-centraliteits parameter is. 
De afleiding van de dichtheidsfunktie van l._: 
eerst voor n = 1. 
5. 20. 1 P "'· Jl v_ < y} = P . { x2 < y} = P { - y < x < y} 
,.. "- r -1 r 
1 ' y 
=rn J_ y 
-Hx-u1 ) 2 
e dx. 
De kansdichtheid f 1 A(y) vindt men door differentiatie: 
' 
u2 1 
00 
\ (e 2 = l 
k=0 
2 y - µ ) 1 
- e 
y -µ 1 
e 
2k k 
00 u, y 
2{ I (2k)!} 
k=0 
00 { I 
k=0 
µ2 k 
_1 ) 
2 
2k k-~ 
1,11 y 
( 2k) ! } 
2k k! 
y + µ )2 
1 } 
y 
} 
e -h k-; kl ) ( (2k)~ \(2TT1 y ) . 
21 
Stel ~ = 1j dan: 
k=O 
a F ( y·) waar1·n k 2k+1 , 
k=O 
2 
F 2k+ 1 (y) de verdelingsfunctie van een l, 2k+ 1 1s0 
Er bestaat een orthogonale matrix n die .! : { ~} j k= 1 , o o o 9 n 9 zodanig 
transformeert .. in._!: {.~kh,k = 1, ••• ,n, zodat 
A s~el E(!,) = ✓ I u~, E(_~k) = o, k ~ 1o 
k=1 
Omdat n orthogonaal is geldt: 
n 
Var (,:.k) = 1, {,!J.do,o, l 
k=1 
2 
xk. 
n 
= I 
k=1 
2 
,!k o 
In deze § blijven {!k}aldus gedefinieerdo 
Dus: 
n 2 
Pr{ l xk. 
k=1 
< 
n 2 2 n 2 
a}= Pr {L .!k <a}= Pr {_!1 + l .!k <a} 
k=1 k=2 
Stel _i:{ tk}o k=1, oooi n 9 met~ +N(0,1), tk. o.o, dan geldt: 
b 
n 
Pr {L 
k=1 
t 1• < b} =ff (u)duo 
l\. 0 n 
Ook geldt met m < n: 
n 
t2 
m 2 n t2< Pr {I < b } = Pr{ I tk. + r 
k=1 -k k=1 k=m+1 -k 
.., b-x 
= J f f (t) f(x) dtdx Ill 0 0 
Dus: 
a, 
I Fm (b-x) f {x) d m-n x 
0 
F (t) de verdelingsfunktie van 
m 
n-m 
b 
= I r (x) 
20. 
X is. 
m 
b} 
-= I F (b-x) f(x)dx 
0 m n-m 
a.x, waarin 
22 
n 2 2 n 2 
5 • 22 • 1 Pr ( l ~k < a~ = Pr { z 1 + l zk. < a} -= 
k=1 k=2 
Waarin F1(~)de verdelingsfunktie van Xi Ais o 
9 ' 
Nu geldt dus g 
n 2 2 n 2 
Pr n xk. <a} = Pr (~, + I zk <a} 
k=1 k=2 
00 00 
00 a-x 00 
=ff r 8kf2k+1(u) fn_,(x) dudx 
0 0 k=O 
s~el J L g (v) dv 
0 k=O k 
00 00 
Nu geldt~ [ a = 1 
k=O k 
00 jF1 A' (a-x)f(x)dx 9 
0 ' · n-1 
(k-v){akf2k+1(u)} is dus een uniform convergente reeksg 
a-x 00 00 a-~ 
f l ~ f 2k+ 1 (u) du = I J ak r2k+ 1 (u) duo 0 k=O k=O 0 
00 co a-x co 
La.. J f(u) duo f 1(x) ~ L a = 1 k=O K O 2k+1 n- k=O k 
is d,us ook uniformconv~rgento 
co co 
Als 1 J gk(v) dv bestaat, dan mogen we schrijveng 
k=O 0 
00 00 00 00 
l f gk(v) dv = J I gk(v) dv *) 
k=O O O k=O 
500 22. 2 00 a-v 
J gk(v) dv = J { J 
0 0 0 
co 
b < 1 
::k 
( 5. 22. 2) = a b_ f i' 1 ( v) dv = akbk K .k O n-
!t)'zie Titschmarch, The theory of functions pgo 43a 
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Dus: 
00 00 00 CD 00 
< 1 0 
(5.22.2) is dus waaro Er geldt dus: 
00 00 a-v n 2 
Pr{ l _!k < a} 
k=1 
n 2 
= Pr { }. .!k < a} = 
k=1 
J { J f 2k+1(u) du} f 1(v)dv 0 0 · n ... 
met (5.21.3) wordt dit: 
n co 
5.23.1 Pr{ l ~<a}= 2 
k=1 00 1 k=O 
a 
~ J f 2k+n(u) duo Deze rij 
0 
is weer 
te majoreren totf ~=1, dus de som in (5.23.1) is uniform 
convergento De af~gnderlijke termen zijn te differentieren, dus 
n 2 
de dichtheid van y = I ~ wordt: 
k=1 
00 
f " ( Y) = l a f 2k+n ( y ) 
n, k=O .k 
Dit is toegestaan vanwege de stelling: 
00 
Is F=}. gk ( u) convergent in een punt X , en 1s de som G = 
k=O o 
uniform convergent 9 dan geldt: 
F'(u)=G(u)o 
Voor {tk} (definitie hierboven) geldt voor 1 > n 
n 2 
Pr n tk <d > 
k=1 
b 2 
Pr { l ~ < c} , dus 
k=1 
C C 
5.23.2 j f (u) du > J f ( u) duo 
O n O t 
C co oo C 
00 
}. ~' ( u) 
k=O k. 
n 2 
Pr{I' ~ < c} 
k=1 
=JI ~ f2k+n(u) du= r ~ J f2k+n(u) du, (0000), 
0 k=O k=O 0 
We gens ( 5. 21 • ·1 )geldt ook: 
n 2 -
Pr{ I !k < d = 
k=1 
C 
J f (u) du 
0 n 
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C 00 a: C 
= ) l akfn:(u)du= r ~ j f (u) du 
0 k=O k=O O n 
{tk} gedefinieerd op pgo 21. 
Dus geldt met behulp van (5.23.2),k> 0 
C C 
J f2k+n{u) du < 1 f (u) du, 
0 0 n 
n 2 n x2} Pr{ I ~ ~ ~ Pr{ I a k=1 k=1 
5. 24. 1 
Dus: 
5.24.2 
F (x) < F (x)o 
n,~ n 
n 2 
Pr{ I xk ~ 
k=1 
dus: 
t2 2 
~x = 
-k ct. ct. 0 Of iohoao: 
Definitie: Stel w is .een statistische toets met- een· set parameters 8 a 
5.24.3 
De nulhypothese ,!!_o geldt indien 0fw, de alternatieve 
hypothese Ho geldt indien 0tn-w, indien n de ruimte der parameters 
vormto Dan noemen we de toets w zuiver indien geldt: 
Op grand van deze definitie en uit(5.24.2) volgt dat een toets 
• 2 0 • die ender Ho een centrale X verdeling heeft en onder de alternatieve 
hypothese een niet centrale x2 verdeling heeft een zuivere toets is. 
Imme rs: w = alle ~ = 0 
rl- w : niet alle uk =O o 
Beschouw nu een toets die onder de nulhypothese ~Ho een F verdeifa1g 
2 
heeft: F = nJi:m en ender H(, een nietcentrale F verdeling heefto 
"""111,n m..:Ji O 
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Definitieg Een niet-centrale F verdeling met men n vrijheidsgraden 
en niet=centraliteits parameter A is gedefinieerd als 
2 
n X A 
=- mw 
2 
m X 
-n 
Voor A= 0 is de verdeling'centraal F verdeelda 
Stelling I~-,~en toets die ender de nulhypothese Ho e~n(:centra1e 
F verdeling heeft en ender de alternatieve hypothese Ho een 
nietcentrale F verdeling heeft is een zuivere toetso 
Bewijsg 
t Stel F = """s . . t waarbiJ we veronderstellen dat ender Ho; een centrale 
- n .· 
F verdeling bezito Onder Ho bezit F een nietcentrale-F verdeling, 
dust heeft een niet-centrale x2 verdeling, afgezien van een 
2 
constante, en!!. heeft een centrale x verdeling, afgezien van 
een constanteo 
Notatie Zij ~ een stochastische grootheid, dan wordt de verdelings-
functie van ~ voorgesteld door F 5 ( o) .en de kansdichtheidsfunktie 
vans door f (o)o 
s 
Dan: 
= j F Ff' (x) ft (x) dxo 
0 !!. d Ho 
waarin dus F0 F(x) de verdelingsfunktie van nFa is, en ft de 
dichtheidsfunk%ie van to 
00 
J FF (x) ft(x)dx = 
0 !!. 0, Ho 
t 
= Pr- { = ~ F} • zie Ho n a • 
Dus: 
t 
Pr· { =- ~ F } = a en g Ho n a 
t 
00 00 
Pr- { == ~ F }>a, zodat de genoemde toets zuiver iso Ho n a • 
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Gegeven zijn voor i= 1, ooo, m: 
m 2 m 2 
r = l xi; s = l ui' dan geldt bet volgende~ 
- i=1 i=1 
Lemma Io Zij "? "2 ~ O, dan geldt:. 
-------
5. 26. 1 2 Fr(x) < F5 (x)~ of in de notatie van de x verdelingen: 
F " (n) < F " (x) 
m, 1 m, 2 
C 
Pr O: u~ < c] = j F1 " (c-x) fm_ 1(x) dx = i -i O ' 2 F (c) = s F , (c)o m,/\2 
5.26.4 
2 C 
Pr {f x. < cJ = JF 1 , (c-x) f 1(x) dx = F (c) = F , (c) i -1. 0 , /\ 1 m- r m, /\ 1 
Nu ~eldt F 1 " { x) < F 1 " ( x) , want , met ( 5 , 20. 1 ) : 
' 1 t 2 
1 
= ~ 
evenzo~ 
1 
F1 " (x) - F 1 " (x) = ffl 
i 1 ' 2 
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Dus Fl ). ( x) < F 1 X ( x )o Dus met ( 5 • 26 • 3 ) en ( 5 • 26 • 4 ) : 
i 1 ' 2 
F 1 A (x) < F 1 /\. (x) of: 
:1 1 ' 2 
5.27. 'I F (x} < F (x)o 
r s 
We besehouwen twee toetsen T1 ep T2 a Beide toetsen hebben ender 
Ho een eentrale F verdeling met men n vrijheidsgradena Onder 
Ho zijn ze eehter versehillend verdeelda 
Stel:{ t.} • N (0.1), {t.} 0009 9 j=1, ooooi n 
-J -J 
{ v.} 0 N 
-J 
(µ .. ,1)jl 
V ,J 
{v.} 0,0, 
-J 
Onder Ho zijn de 
2 
n Ix. 
. -1 
T 1:, 
-1 • -~- T 
m t' t~ ' 2 f -J 
J 
Stel verder: 
T1 
' 
' 
en T 
2 
m fu:. 
. 1 
1 
n LY.~ 
. J 
J 
als volgt verdeeld: 
2 
{_~i} en L1) 0 .o •, 
{_~i} en { v:j} o.o. 
Lemma IIa Onder de bovenstaande gegevens geldt ender Ho: 
--------
Pr { T, < e } < Pr { !2 < e } 
Bewijs: 
t T 
Stel !, = ~ , ,!2 = N , dus t en n o .o. en 
5.27.3 F (X) = ~ 
Differentiatie: 
1 t f ( t) = - f (-) O 
ex . C Xe 
T en N o .o. 
X Pr{ xe < X} = Pr {2E. < - } 
e 
De ongelijkheid (5.27,1) geldt dus ook voor er en e~, c > Oa 
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T T 
Eerst bewijzen we dat Pr { = < c} < Pr { = < c} 
n N 
T 
5. 28. 1 Pr { = -< c } = Pr { T - nc < o 
n - -
evenzo~ 
Q) 
Q) 
} = J FT(u)r ,(u) du 
0 _ nc 
Q) 
= 1 - JrF: (u) fT(u) du 
Q .!!_C 
Pr { i < c} = 1 - J FNc(u)f~(uqdu.Met (5.27.1), (5.27.2) geldt dus: 
0 - -
T· T 5.28.2 Pr { n < c} < Pr { N < c} 
t T 
Nu bewijzen we dat~ Pr { = < c} 
.e. 
< Pr{= < c} 
n 
t 
Pr{=<c}= 
n 
-· 
Q) 
J Ft{u) F (u) du 
0 - ~c 
Q) T 
Pr- { = < c } = J FT( u) F ( u) du 
n Q _ !!_C · 
Volgens (5.27.1) en (5.27.2) geldt dus: 
FT(u) > Ft(u) 
Dus geldt~ 
5.28.4 
t 
Pr{=<c 
n 
T 
} < Pr {: < c} 
n 
Met ( 5. 28. 2) en ( 5. 28 .4 ) geldt dus: 
t T 
Pr { - < C } < Pr { = < C} of: 
n 1! 
Volgens definitie (5.24.3) en volgens de definitie van T1 geldt dat 
T1 een zuivere toets iso 
« 
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Dus: 
Stelling II o Gegeven zij een statistische toets T2 die ender de 
nulhypothese Ho een centrale F verdeling bezit en ender de 
alternatieve hypothese Ho verdeeld is als het quotient van twee 
nietcentrale x2 verdelingen - afgezien van constanteno In dat 
geval is de toets T2 niet zuivero DoWoZo aan het criterium van 
zuiverheid wordt niet voldaan. 
Er geldt dus: 
5.29.2 PrHo { T2 > F0 } = a o Volgens (5.28.4) geldt: 
Pr- { T < C} < Pr- { 1'.~ < C} Ho -1 Ho -.::. 
dus 3 E > o: 
t 00 00 voo 
Pr { -< 
n 
c} = J Ft(u) f (u) du= J { J l ak r2k+n(u) du} fnc(v)dv= 0 - ;lC O O k=O 
Verwisselen etca is volgens analoge redeneringen als boven weer 
toegestaan: 
00 00 00 
5.29.4 =r ak f F2k+n(v) f (v) dv f 1 vanwege L a = 
k=O O nc k=O K 
00 
en f 
0 
F2ki v) f ( V) du ~ 1o n ;lC 2 
).1 A1 k 
Nu is ~ = e 
- 2 (2) 
Dus, aangezien (5.29.4) uniform convergent is, is (5.29.4) ook een 
continue functie in A1o 
PrHo A =0{.!,1 <F } = 1 - ao Volgens lemma I: 
' , 1 a 
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Pr= , { T < F } > PrH- , =k{ ,!1 < F } voor k 1 < k2 o Ho,A 1=k1 -1 a o,A 1 2 a 
PrH= , { ~, > F } is een monotoon stijgende continue functie voor 
o,A 1 a 
toenemende >.. 1, >.. 1 ~ O, met PrHo,>..,=O{ T1 
Dan bestaat er dus een gebied A: [o,>.. 0 ) 
> F } = Clo 
a 
waarvoor geldt: 
PrHo { T 1 > Fa } < a + 6 , met o < 6 < .E , A 1 , ~1\0 
Voor zo 1 n >.. 1~ geldt dus, met (5.29.3) 
Pr- { T2 > FN} + E = Pr- { T > F } <a+&, & < E Ho u. Ho -1 a 
PrHo { T2 >Fa}< ao De toets T2 is dus niet zuivero 
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De toets van Tukel voor niet-additiviteito 
We beschouwen model T: 
6.3·1 .1 Z, == µ} + _fqiai + l B.b. +Aa*B + e 
1 J J J 
We veronderstellen eerst data en B bekend zijn, a*t3;.' Oo We willen 
een toets construeren voor niet-additiviteit, doWoZo A# Oo De 
ruimte G speelt hierbij een grote rol, immers onder HT geldt: 
6.31.2 
-, 
nG = b (zie (4. ·19.2)) 
Noem de ruimte opgespannen door ct*B Q, dan blijkt uit (3.12.3) ,onder 
nG e Q en dus 
De toets voor niet-additiviteit zullen we dus afhankelijk maken van 
de ruimte Qo Stel daarom (we 
willekeurig kiezen) V (m+n) 
· k = m+n+1, o o oN, warden weer 
v(k)~ v(m+n)• Dus geldt ook: 
Z : V 1 Vo 
-m+n ( m+n) !i.. 
Onder ff,· geldt: T 
kunnen in Geen vector v(k)' k= m + n,ooc,N 
a*B 
= ifa*Bil, <:i*B€'.G, de resterende v(k)' 
onderling loodrecht (en normaal) gekozen, 
6.31.4 E(~+n) = .!.(m+n) E(z) = 0 want E(y)~A+B, v(m+n)~G• 
Onder ffi'T geldt: 
t 6.31.5 E(fk) = V(k) E(r) = 0 voor k ~ m+n+1, omdat geldt 
E(_r) = nA+B + a*B, E(_z) c. (A+B) + Qo Deze ruimte wordt tt'ltts opgesf]i:i.nnen 
door v(,),' 0 J r.i ) v( ) o m+n 
32 
Uit (4.16.3) blijkt dat de { ~} OoO zijno Uit de lineaire 
transformatie met P volgt tevens dat { ~k} normaal verdeeld zijno 
Onder de nulhypothese HT geldt dus: 
6. 32. 1 (mn. = m = n) ~+n 
n 2 
,!k k=m+n+1 
F 1~ mn - m - n, zie 
r 
Onder HT geldt E(~n) J: 0 o De noemer van ( 6. 32. 1 ) blij ft dus een 
centrale d2x2 verdeling,houden 9 de teller wordt nietcentraal 
verdeeldo (6.32.1) heeft dan dus een nietcentrale F verdelingo 
Volgens § 5 vormt (6.32.1) dan een zuivere toetso 
'l,2 
--m+n 
' 2 
= { v(m+n) l. } 
o.~'8° 
{ ll a~s11 ¥.. J = 
r 2 {.. Cl,(L Y··l 1J 1 J -iJ 
, 2 2 
l o.. 8, 
' i J 
Voor iilke keuze van { v(k) }, k = m+n, ooo, N geldt, (4.17.3): 
u = l ~k v ( k) , dus 
G k=m+n 
6.32,2 ss. t in 
(6.32.1) wordt dus onder HT 
(mn-m-n) 
2 { r C4.S.y .• }· 
• , i J-iJ iJ 
, 2 2 
l Q.. S. 
i J 
_iJ 
6. 32-•. 3.. .. --~~~~~......,,=-~-
ss. t in 
{ r CY.. s .y. ·12 
. . i J;..J.J 
- iJ 
r' 2 2 lo.. S . 
. . i J iJ 
mn-m-n 
terwijl ohder HT (6.32,3) een nietcentrale F verdeling heefto De 
geconstrueerde toets is dus een zuivere toetso 
Notatie: 
¥-· 
6.32.4 
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We zullen nu de ruimte C * D = G opspannen met behulp van het 
tensorproduct p * q, waarbij. p ! C, q €:.... Do 
Stel JI~ : ~, :;:: v(m+n) O v(m+n+v). 0 O O 9 vr:ro worden weer op dezelfde 
manier gevormd als de v (k) 9 s hiervoor (k ~ m+n) o De transformatie ma-
trix P wordt op analoge wijze als hiervoor (§ 4) gevormdo 
Dan geldt dus (definitie): 
Onder HT geldt volgens (4.19.2) 
E(r) ~ A+B, zodat, ender HT: 
~ m+n. 
,Ko 
Omdat { zk} OoOo en normaal verdeeld zijn geldt de simultane 
* verdeling van {_~k} , k= m+n, ooo, N, ender HT een normale 
verdeling is met verwachting o en variatie ~2 , voor alle pen 
Dus: 
6.33.1 
*2 
(mn-m-n) ~+n 
N 2 
r ~~ 
k=m+n+1 · 
6.33,2 
• F 1 mn...:m!:.n., . dus analoog met hiervoor: 
' 
T( ) t F p9q9m9n,z 1,mn-m-n 
qo . 
Onder HT ligt de situatie anders dan in het geval dat we a en B 
kenneno Immers: 
I I 
*' *' * * * E(~k) = v (k) E(z) = v ( k) n :: V (k) nA+B+v(k) nG 
*' = v(k) nG voor k ~ m+n 
Er is interactie, dus nG # Oo 
nG is iohoao een of andere lineaire combinatie van een willekeurige 
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basis in G dus iohoao geldt: 
pus: 
2 N . 
E { l .!t } >O. 
k= m+n+1 
* Stel nu dat v(k) # ! v(m+n) 
Uit (6.31.3) volgt dat: 
Tl = G 
n2-n2=(v 1 y·v···•f=E2 (z ). G - Q (m+n) (m+n) -m+n 
Vit (4.17.3) volgt voor willekeurige basis: 
2 ~ 2 Tl : l E {.!:}want: 
G k=m+n 
N 
nG = 1 E { z;} v(k)• Uit de aanname (6.34.2) volgt dater 
k=m+n 
minste11s 2 E. _ { ~ '1 · # 0 bestaan • immers: 
:N: . ~ -+ 
Tl = Tl = E(Z ) v( + )= l E(zk) vk = TlGo G Q -m+n m n k=m+n _ 
Dus ender ii'T 
2 2 * E ( Z + ) > E ( z~J voor k. ~ m+n. · 
-111 n -A 
De toets voor interactie (6.33.2) is dus, volgens § 5 een onzuivere 
toets, omda.t--: -
E2(.!m+n) > E <i+n), (6.34.3), (teller van de toets) en: 
2 N * E { l .!it}> 0 (noemer van de toets). 
k=m+n+1 
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We doen echter voor p en q een bijzondere keus , zodanig dat,'p en q 
stochastisch wordeno 
= 
.E. = ]., .9. = tL 
* Omdat we nu met stochastische vectoren .!(k) moeten werken zullen 
we de simultane verdeling van { z;} onder HT opnieuw moeten 
bekijken (k=m+n, ooo, N)o 
Uit (4.-18.5) en (4.18.6) blijkt dat; en t uitsluitend van 
zA+B afhangeno 
* Beschouw de simultane verdeling van { ~k } Dit is een 
ZA+B=uo 
simultane normale verdeling met verwachting o en variantie o2 
# ( { ~} zijn 000), voor ~ constante u, want a en 8 zijn 
nu constanten, daar a en S alleen van zA+B afhangeno Dit geval 
hebb~p we hierboven ook al beschouwdo Beschouw nu de onconditionele 
* verdeling van { ~} • 
Onder HT geldt, k ~ m+n, 
6. 35. 1 ' * = E { .!( k ) X.. } 
* 
I I 
* * 
= E { .!.(k) ~} = E { .Y.(k) } E { ~}zO 
vk en la zijn o.oo omdat .Y.k alleen van zA+B afhangt. Daar zA+B en 
Le twee onderling loodrechte ~tochastische vectoren zijn 9 zijn 
zA+B en Le onafhankelijk. 
De conditionele simultane verdeling van { ~} is dus gelijk 
aan de onconditionele verdeling van { ~} dus analoog met het 
geval met gegeven p en q (.§. E-C, .§_61)) kunnen we onder HT schrijven: 
6.35.2 
rnn-m-n. 
* De conditionele verdeling van { ~}, k ~ m+n, onder HT is niet gelijk 
voor elke u. Hetzelfde geldt dus voor de onconditionele verdeling 
* *~ E {.~ } is zelfs niet bekend (zie (6.35.1) ) omdat E { .Y.(k) } zeer 
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moeilijk te vinden iso De verdeling van (6.35.2) is dus ender 
HT niet te vindeno Over de zuiverheid van (6.35,2) is niets 
* . te zeggen 9 daar we de oncondi tionele verdeling van { ~ } niet kennen o 
Er kunnen dus afhankelijkheden tussen de .. { !.k } 1,s optreden, zodat 
de beschouwing die bij vaste pen q gehouden wer.d (toaoVo onafhan-
kelijkheid), 4ie leidde tot onzuiverheid van de toets ook niet 
meer van toepassing iso Toch mogen we verwacl).ten 'dat de toets 
(6.3502) een redelijke toets vormt voor de interactie. Immers: 
= = 
a en 8 zijn consistente schatters, in de zin van m, n + oo want 
- - 2 1 1 Var {a,) = d (- - -) en 
-i n mn 
1 1 (- - -)o 
m mn 
= 
M.aowo: Bij men n naderen a en 8 tot respo a en 8 o Maar dan is 
de toets zuiver (zie afleiding voor a en B);T(a, B, m, n, z) is 
dus een asymptotisch zuivere toetso Voor grote men n kunnen 
we verwachten dat de toets goed iso Simulatie werd verricht voor: 
Voor A werd genomen: 
a en 8 werden op twee manieren geschat 
1 door middel van de zuivere schatters a en 8 
2 door middel van kleinste kwadraten schatters (koko schatters)o 
De koko schatters a en B worden verkregen domoVo minimalisering 
van l (y,, - µ - a, - 8. -Aa. 8.) 2 en zijn dus afhankelijk van 
; 0 J.J J. J J. J 
A en dM ook van lco De beschouwing, gehouden voor zuivere 
schatters gaat dus niet meer opo De uitdrukking (6.35.1) zal i.hoa. 
# # 0 zijn, omdat v(k) ook van yG afhangt, Toch zullen we deze toets 
gebruiken. We zullen de nulhypothese HT verwerpen indien: 
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of: 
T(a, B, m~n,y) = F 1 1 '> o, , 5% 
· a ; , mn-m-n a = o 
Bij duizend simulaties vonden we: 
Fout van de 1e soort (HT niet terecht verworpen) 
49 8% voor beide soorten schatterso 
Fout van de 2e soort (HT niet terrecht verworpen) 
12,7% voor de zuivere schatter 
11,2% voor de koko schatterso 
De toets met de koko schatters blijkt toch gunstiger te zijno 
Dit waste vermoeden daar we de koko schatters verkregen domoYo 
een iteratief proces metals startwaarden a en So zie § 110 
Daarom zijn de fouten van de 1e soort ongeveer dezelfde. 
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§7. De toets van Mandel 
In deze § zullen we een toets voor niet .. additiviteit voor het model M, 
(3.12.4), (3.12.6) construeren. De voor deze toets gebruikte afleiding 
loopt vrijwel parallel.met die voor het model Tin §6. In zulke geval-
len van een analoge afleiding zullen wevolstaanmet een verwijzing 
naar die §. 
Model M: 
z = µZ + ~ a. a. + ~ S. b. + T * S + .::_, met T "= C, of ook wel ! 
l l l J J J 
X.1·J· = JJ + a. + S. + T.S. + e .. , met I. 1. = O. l J l J -lJ l l 
We willen de hypothese H: T = 0 of T. = O, 'V.,toetsen. 
-~ l l 
Als in §6 zullen we eerst veronderstellen dat a e:.C en S 6:D bekend ZlJn. 
Dan ligt de onbekende vector r * S in de ruimte C * S omdat T c:C. 
Stel C opgespannen door c ( 1 ) , ••• , c (m- 1 ) ( C is (m-1)-dimensionaal), 
waarbij {c(k)}, k = 1, ••• ,m-1, orthogonalebasisvectoren van C zijn. 
Volgens stelling ( 1 ,3.1 ) en ( 1 .4.1 ) zijn 
c( 1 ).,.. S c(m- 1 ) * S 
I I c ( 1 ) * S I I ' • · • ' I I c (m-, ) * S I I nu ook orthogonale basisvectoren, 
het is tevens het max. aantal orthonormale vectoren in C * S. Stel: 
7,38.3 , ..... ' v(2m+n-2) 
C (m-1 ) * f3 
= -.-.----------..... I I c (m- l ) * SI I • 
Al deze vectoren liggen in G omdat C * S c.G. 
Volgens ( 4. 19. 2) geldt weer onder HM: 
7.38.4 E(y)eA + B. 
Omdat T * S E:C .,.. S,geldt, met (7.38.1), onder ~: 
7.38.5 E(y)c(A + B) + C * s. 
We zien dus dat ,indien er sprake is van een interactie-vector T * S, 
deze in de ruimte C * S moet liggen. De te construeren toets voor 
niet-additiviteit zullen we dus van deze ruimte afhankelijk maken. 
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Construeer nu verder een orthonorm.ale basis { v (It)} voor G, waarin 
v(m+n)' ••• , v(2m+n-2)reeds in (7.38.3) gedefinieerd zijn. Definitie 
en eigenschappen van {_~_k} analoog §4. 
Onder HM geldt: 
7.39.1 E(~_k) = E{v(k) z.} = v(k) E(z.) = 0 voor k ..:_ m+n, 
vanwege (7.38.4). 
Onder HM geldt: 
7.39.2 E(~k) = E{v(k) z.} = v(k) E(y) = 0 voor k > 2m+n-1 
vanwege (7.38.5). 
Dus geldt onder HM (het additieve model): 
7.39.3 
2m+n-2 2 
(m-1 )(n-2) I ~k 
k=m+n 
N 2 • F(m-1),(m-1)(n-2) (m-1) I ~k 
k=m+n-1 
omdat {~k} + N(O,o) en o.o. onder HM. 
Onder HM heeft (7.39,3) een niet-centrale F-verdeling vanwege (7.39.2): 
:J k, k = m+n, ••• , 2m+n-2, : E(~k) -:/: O. 
Dus een toets, die verdeeld is als de breuk in (7.39.3),is een zuivere 
toets. 
De moeilijkheid is de vectoren v(m+n)' ••• , v( 2m+n-2 ) te vinden, 
oftewel de vectoren c( 1), ••• , c(m- 1) op te zoeken, zonder een 
ingewikkeld orthogonalisatie-procedee te verrichten. Ter berekening 
van de{~} , k = m+n, ••• , 2m+n-2, zullen we echter een andere weg 
volgen. 
Beschouw in de m-dimensionale ruimte V - dit is de lineaire ruimte 
m 
van alle vectoren met m componenten - de ruimtes L en C. L is de 
m m 
ruimte van de vectoren met gelijke componenten,bijvoorbeeld: 
( :) waarin k een bepaald getal is ( er zijn dus m van die k's). 
\ ~ , 
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L is dus 1-dimensionaal. C C.V is (m-1 )-dimensionaal. C ..L L , want 
m m m 
voor de componenten van elke vector cc C geldt: ~ ci = 0. Dus 
]. L kc. = k L c. = 0. 
•" ]. . ]. 
Dan geldt aus: 
V =C+L. 
m m 
Evenzo geldt dus, met behulp van de stellingen (1.3.1 ) en (1.4.1 ): 
V * B = C * B + L * B,omdat de dimensies van C *Ben L * B weer 
m m m 
resp. m-1 en zijn. Analoog met §2 geldt: 
7 .40. 1 Zv * B = 'X-c * B + Z1 * B ' dus : 
m m 
7.40.2 'X-c * B = Yv * B 
m 0 
Y1 * B • 
m 1 
0 
1 
0 
:i.-1 
]. 
, dan is {t(i)} een 
i+1 
0 m 
orthonormale basis voor V ,(i = 1, ••• ,m). 
Stel 7. -- ( ~~) m 1 Ill , J.. E:L • ~ is een' normale basis vector voor L • 
m m Vm m 
Stel verder: 
0 • • • 0 
B 1 • • • B 
o on 
• . • ( i) . 
0 0 
1{w(i)} is dus een orthonormale basis voor Vm * B (zie stelling ( 1.3.1 ) 
en ( 1 • 4. 1 ) • 
Evenzo: 
stel 
7.40.4 J*B 1 WL = -------- = ----F0 ffl 
De projectie van y op V * B wordt: 
m 
81 B n 
en op L: 
m 
Yy * S 
m 
= I z' 
]. 
y' (1 * S) 
m 
m m-Is. 
y L * S = -\/-------------2::;, 
j J 
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Het i,j~lement van y C * S = Yy * S - y1 * S wordt dus ( zie 
m m 
(lf.40.3), (7.!+0.4), (7.41.1) en (7,41.2 )): 
s. I s. y .. s. Z·· 
- l ij J -J.J ¥..: ' 7.41.2 1 I J 1J s. s. Stel .\ J 1J = t .. 
s~ s~ 
. l 
s~ I J m \ J j \ -]_ J J t.; J L, J J J J 
Dus: 
7 .41.3 
2 
Zc * s = I ( t. - t )2 I s~ . . -J. -. . J ]. J 
Omdat C * S opgespannen 1s door v(m+n)' ••• , v( 2m+n- 2 ),geldt voor de 
projectie Zc * s= 
2m-rn-2 2m+n-2 
Zc * S = l y_' v(k) v(k) = 
k=m+n 
L ~ v(k) , dus: 
k=m+n 
2 
Zc*s= 
2 Omdat .le; 
als: 
7.41.4 
k=m+n 
2m+n-2 
\ 2 \ ( t )2 1..' 02 __ l ~,. = l t. - µ 
-r.. . ]. • . J ]. J 
N 2 
= \ z = 
L. -k k=m+n 
SSint ( zie 4. 17. 3 ) ), kunnen we (7. 39. 3 ) schrij ven 
def 
= M( S ,m,n ,r_). 
(m-1) {~int - ~ (!.i-.!. )2I s1} 
]. 
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Onder HM is (7.41.4) verdeeld als een centrale F-verdeling, met resp. 
m-1 en (m-1).(n-2) vrijheidsgraden, onder HM heeft (7.41.4) een niet-
centrale F-verdeling. 
M(S,m,n,J:'.J is dus een zuivere toets, die niet afhangt van a. 
Analoog §6 gaan we voor S een willekeurige vector qc-D invullen.(Voor a is 
dit · niet nodig, daar (7.41.4) niet van a afhangt.) Onder ~ geldt 
altijd: 
E(y )c A + B. Voor iedere keuze van ➔ q # 0 kunnen we G opspannen d.m.v. 
{:(k)} di!1 afhankelijk zijn van q, 
~ (k) = v(k) Y..• Onder HM geldt dus: 
M(q,m,n,y_) -l- F(m-1),(m-1)(n-2)" 
Bekijk nu HM. ' ' 
analoog hierboven. Stel verder 
Stel: We kennen ten S niet. De ligging van t *Sis dus niet bekend. 
Dus geldt: 
*' 
= v(k) E(y_). Stelk.:_ m+n, dan: 
*' ➔ *' 
= v(k) • t * S # 0 met waarschijnlijkheid 1, omdat v(k) van een 
willekeurige q€:D afhangt. Het linkerlid van (7.39.3) is onder HM dus 
verdeeld als een quotient van twee niet-centrale x2-verdelingen 
afgezien van constanten. Volgens §5 is een toets die onder de nul-
hypothese een centrale F-verdeling heeft, en onder de alternatieve 
hypothese de genoemde verdeling ·heeft,een onzuivere toets. 
M(q,m,n,y_) is dus een onzuivere toets. 
* * .. Stel nu weer v(m+n), ••• ,v(N) afhankel1Jk van a ens. Dan warden de 
basisvectoren stochastische grootheden. Omdat de toets M(S,m,n,y_) 
alleen van S afhangt,zullen we de basis voor Gook alleen van S af 
laten hangen,daar deze schatter asymptotisch naar S gaat. 
Zoals in §6 is aangetoond, is onder HM(= nulhypothese: additiviteit) 
de simultane verdeling van {_~k}, k = m+n, ••• , N,een normale verdeling 
met verwachting Oen variantie o2 , ~ o.o. In §6 is dit afgeleid voor 
* ~, . 
vk, afhankelijk van a en S. Hetzelfde geldt dus voor ~k s,die alleen 
van t afhangen. 
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* * -Stel dat ~(m+n), ••• , ~( 2m+n-2 ) de ruimte C * _§_ opspannen-analoog 
bij vaste S- en dat {~(k)} de ruimte G opspant {k = m+n, ••• , ~-
Er geldt dus, onder HM (analoge afleiding als met bekende S): 
2m+n-2 ~ 
(m-1)(n-2) L ~k 
k=m+n 
(m-1) N ~ I ~k 
k=2m+n-1 
~ 
= M(_f,m,n,y) F(m-1),(m-1)(n-2) • 
Onder HM is de simultane verdeling van,{~} niet bekend, zodat de 
verdeling van (7.43.1) onder ~ ook niet bekend is. 
Wel weten we,dat: 
Var(S.) 
-i 
2 1 1 , 
= cr ( m - mn), waaruit volgt dat 13 een consistente schatter 
is voor m ➔ oo. 
Voor m ➔ 00 gaat M(~_,m,n,z) ➔ M( S ,m,n,i). M( S ,m,n,:;t) is een zuivere toets. 
M(l,m,n,z) is dus een asymptotisch zuivere toets. 
Het is dus redelijk om M(!,m,n,~) als toets voor niet-additiviteit 
te nemen. 
In §11 zullen we ook nog de k.k...-schatters voor S uitrekenen. Deze zijn 
via iteratieve weg te verkrijgen, waarbij weals start-waarde de 
zuivere schatter van S nemen. Hoewel, formeel gezien, M(l,m,n,y) geen 
,.. 
bekende verdelingsfuncties heeft, blijkt toch weer,dat M(f,m,n,z) een 
iets gunstiger toetsingsgrootheid is dan M(_§_,m,n,z). 
We zullen HM verwerpen,indien 
M(S,m,n,y) - F(m-1),(m-1)(n-2): a' 
M(~,m,n,y) - F(m+1),(m-1)(n-2): a' 
> 0 of: 
> O. (a' = 5%.) 
Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5% kregen we voor 1000 simulaties: 
Fouten van de eerste soort: 
5, 1% voor zuivere en k,k.-schatters in de toets. 
Fouten van de tweede soort: 
13,5% voor zuivere schatters in de toets. 
12,6% voor k.k-schatters in de toets. 
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Genomen waarden: 
]J = 6, 
a 1 = 3, 0.2 = 5, 
s1 = 7, s2 = 3, 
T1 = 
\ 2 
'-: 'i 
J. 
0,03, T2 = 0,01, T3 =-0,1, '4 = -0,02, T4 
=•O, 013 
= -0,04, dus 
Opgemerkt dient te warden dat economisch gezien het beter is om te 
toetsen d.m.v. zuivere schatters, daar de k.k-schatters een lang 
iteratief procedee vragen en slechts een weinig beter resultaat 
opleveren. 
Door de keuze van S krijgen we nag een vereenvoudiging, Volgens 
(7.41.2, geldt 
4 ij 1.ij 
bijvoorbeeld 
t. = .a::.J ____ • 
-J. \ "2 
l s . 
. -J 
J 
I 
t = -
ij 
- m . 
Dus: 
s . Y..· . 
-J J.J 
~2 
Is. 
. -J J 
= 
t wordt dan: 
-. 
. 
\ ~2 
s. (y_ . l S. s. y . 
- Y.. . -J I -J •J I -J •J .. = _J_ = 
= 
· Is~ j '"2 I -2 J -J Is. s . 
. -J . -J 
J J 
(m-1)(n-2) 1_ (t.-1) 2 1 s~ l - -1. '-: -J 
7. 44. 1 J. J M(]_,m,n,y_) = ---------------
(m-1){ssint - l (t.-1) 2 
-J. 
J. 
Dit is de toets van Mandel voor niet-additiviteit. 
1 • 
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§ 8 Een toets voor niet-additiviteit in het model Vo 
De afleiding voor de toets voor niet-additiviteit in het model V 
loopt weer in grote lijnen parallel met de afleidingen gegeven 
in§ 6 en§ 7o 
Model V - zie (3.14.1)-
8.45.1 l. = µt + l Oo ao = l Bobo+ a# r + s # B + e i 1 1 j J J _, 
met s ..La 11 r 6. D, s E..S (zie pago 14) 
v1.Jo =µ+a. + B. + ao r. + s. B. + e .. 
""" 1 J 1 J 1 J -1J 
a * r + s * B f.. a * D + S * B II waarbij 
8.45.2 sec ens la o 
Stel a en B bekend~ Eisg a# 0 en B 
8.45.3 Span S *Bop door v(m+n) , ooo, v( 2m+n-3), 
(Sis m-2 dimensionaal)o 
8.45.4 span a* D op door v(2m+n-2), 000 9 v( 2m+2n-4) 0 
Span G op door v(m+n)' ooo, v(N)o Dit kan omdat~ 
S * BCG, a* DCG, S * B 1 a* D omdat S la, zie (8.45.2) o 
Definieer .!k als in§ 4, § 6 en§ 7o 
Onder H (additiviteit in het model V) geldt~ 
V 
8.45.5 
Onder H geldt: 
V 
E(x) E 'A+B) + S * B + a* D, dus met (8.45.3) en (8.45.4) 
8.45.6 E(,!k) = 0 :oor k ~ 2m + 2n - 3 en: 
8.45.7 E(_!k) ~ 0 voor k = m + n, ,oo, 2m + 2n - 4c 
Onder H geldt dus~ 
V 
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2m+n-3 2 2m+2n-4 2 {[ · zk + l . ~k } (m-2)(n-2) 
k= m+n k=2m+n-2 
8. 46. 1 
2m+2n-4 2 {SS. t = f ~,. } (m+n-3) 
-in k=m+n -:r.. 
· F(m+n-3),(m=2)(n-2) 
Vanwege (8.45.7) en (8.46.1) gelat dat het linkerdeel van (8.46.7) 
ender H een niet-centrale F verdeling heeft met respectievelijk 
V 
(m+n-3) en (m-2)(n-2) vrijheidsgradena Voor bekende a en B vormt 
een toets met de struk.tuur van het linkerlid van (8.46.1) een 
zuivere toets voor interactie (zie § 5)a We zullen nu deze 
toets uitdruk.ken in de bekende groothedena Opgemerkt zij weer 
dat de toets (8.46.1) weer afhankelijk gesteld ia van de ruimte 
waarin de-· interactie veeto.r 'ligt, no 1. S * B + a * Do 
a* B Stel Q is een ruimte opgespannen door Ha* Bllo 
S 1 a, dus S * B 1 a * B 9 dus S * 8 1 Qa S * B(;:C, a * B €.. C ~s➔ Q e C*8 a 
De ruimte is m-2 dimensionaal, de ruimte S * 8 is dus ook (m-2) di-
mensionaalo Omdat, v~rder, Q ~~n-dimensionaal is geldt: 
S * 8 + Q =C * 8, dus geldt voor de projecties van z: 
ls * S + ZQ = l.c * B' of: 
8.46.2 
.ls * S = l.c * B - ~. · 
Uit (8.45.3) volgt, analoog § 7,: 
2 
l.s * 8 
2m+n-3 
= I ~o 
k=m+n 
2 l.s * 8 kunnen we ook in a,B en z uitdrukken. 
Analoog· §6 is de projectie van z op Q: 
* 8 ~. aiej'l..ij 
a a = J.J a* 80 De 1, je component van deze 
\la * 8 II l a~ B~ 
J. J ij 
vector is dus: 
r CL. s. "l..· . 
. . 1 J 1.J 
8.47.1 1J CL. B. 
r CL~B~ 1 J 
ij 1 J 
Uit §7, &7 .41 .2 1 )kennen we de i,je component van k * Bo Deze is~ 
I B. l.·· 
. . J 1J 
8.47.2 t. B. - toB.s waarin t. = -1=J--~--
-1 J - J .-1 r B~ 
j J. 
· .e t dt d t De 1 tJ componen van 1:'.:s * B war us, me (8.46.2) 
I CL. Bj l.ij 14 t 8.47.3 t. B. - to B. 
-
CL. B. 
-1 J J I ' 2 B~ 1 J CL. 
ij 1 J 
Dus~ r CL. B. l.·. 
2 2m+n-3 2 iJ 1 J 1.J 8.47.4 ls = l . ~k = I { t. - to - -* B -1 2 k=m+n i r CL. B~ 
ij 
Analoog aan § 7 kunnen we met (8.45.4) nagaan dat: 
2m+2n-4 2 
= [ ~k 
k=2m+n.,.,2 
Het ije element van . lq * Dis volkomen op dezelfde 
berekenen als het ije erement van k * 13 : vervang Bj 
en vervang de bijbeho:re:nde soniindiceso Dus: 
1 J 
wijze te 
door CL. 
1 
8.47.5 ije element van Y D: w, CL. - we a., waarin 
"'-a* -J 1 1 
r 
1J 
CL. l,• . 1 1J 
'\' 2 l a. 
J. i 
2 
la* D 
Dus: 
2 2m+2n-4 2 
= I {w. - w }2 I CL.= l ~k 
J -J . i 1 k=2m+n-2 
2r 2 CL. } B • 
1 . J 
J 
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wordt dus 9 indien we stelleng 
_ 2 + 2 
- Ls-~ B La* D 
Onder H geldt dusg 
V 
} ~Is~+ r { w.-w} 2r a~ j J j -J -. i 1 
8.48.2 V(a, B, m, n, z) f F(m+n-3),(m-2)(n-2) 
en onder HV is V( a~ B, m, n, z) een nietcentrale F-verdeling *). 
Analoog weer aan § 6 en§ 7 geldt dat voor willekeurige pl!. C en 
q ~ D V(p, q, mj n, z) een niet-zuivere toets voor niet-additiviteit 
iso Evenzeer geldt ook dat onder H. 
V 
8.48.3 
maar dat de verdeling van V(a, B, m, n, y) onder Hv niet bekend 1So 
Daar a en a consistente schatters zijn is v(~, B, m, n, z) een 
asymptotisch zuivere toets. We mogen dus verwachten dat V(a,].,m,n,y) 
een redelijke toets voor niet~additiviteit iso 
Ook kunnen we weer ~oko-schatters toepassen, welke in§ 11 
berekend zijno Bij berekening van deze koko schatters nemen we 
weer de zuivere schatters als startwaarde. 
*) Dus V(a,f3,m,n,x_) 1s een zuivere toets voor niet-additiviteit in het 
model V. 
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§ 9. Modelkeuze 
We kunnen ons afvragen of, indien we bijvoorbeeld gevonden hebben 
dat model M toepasbaar is, ook model T te gebruiken zou zijno Dit 
is heel wel denkbaar, immers model Tis een bijzonder geval van 
model M ( stel maar T = a) o 
Evenzo kunnen we ons afvragen of we~ gegeven model T, niet net zo 
goed model M hadden kunnen gebruiken. 
In deze § zullen we aannemen dater steeds interactie optreedt, 
daar anders geen verschil tussen de genoemde modellen bestaat. 
De toetsen worden weer eerst voor a en 8 (uit het model) afgeleid. 
Daarna zullen we voor a en 8 de consistente schatters a en 8 
invullen, zeals we in§ 6 9 § 7 en§ 8 gedaan hebben. 
➔ ➔ 
Stel a# 0 en 8 # Oo 
Keuze tussen model Men model Te 
Model M~ 
9. 49. 1 z = µi + I 
i 
a. a.+ L 8. b. +, # 8 + eo 
i i J J 
J 
Er is aangetoond dati indi~n we model M aannemen, er interactie 
optreedt. De vraag is~ is deze interactie te wijten aan de 
interactie vector zoals die bij Mandel optreedt (, * 8) of aan 
' de interactie zeals die bij Tukey (A a* 8) optreedt? 
Model T: 
9.49.1 1 " a . a. + \' 8 . b . + /\ a * 8+e o :l. = µ,(/, + ~ 1 J. ; J J 
T 
* 8 G.. C # 80 Stel 
k = 1 , 0 0 o 9 m·-1, 'C(k) 
C * 8 opgespannen door { c(k) * 8} 9 
zijn onderling orthogonale vectoren in Cc 
Stel \1) = a o Dan: 
m-1 
, * 8 = L Yk c(k) * 8 9 waarin yk scalaire constanten zijn. 
k=1 
(9.49.2) wordt met c( 1) = a 
m~1 
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+ I Yk c(k) * So Stel y1 =A, dan wordt 
k=2 
m-1 
9.50.1 z= µ,'!, + I CL ao + I s 0 bo + A a * S + }: ykck * S J. J. J J J. j k=2 
m-1 
9,50.2 n = µ,.Q, + I Oo a, + I S, bo + l. a* S+ I yk ck* S J. J. J J k=2 J. J 
Span G op door { v(k) }, k=m+ni 000 9 No C * S C. G, dus: 
, dus: 
. 
C * S kunnen we opspannen door m~1 orthonormale vectoren { v(k)} 9 
k=m+nt 000 9 2m+n-2o Stel: 
C *S (k-m-n+1) 
i 
Stel weer_!k = v(k) z 
Uit l7,41.3) blijkt: 
2 
l.c # s 
2m+n-2 2 
= 2 ~k = 
k==m+n 
a*S Evenzo :11 indien Q opgespannen is door II a*S II s. 
{ I;" a . S, }2 l y,. 
2 2 0 0 -J.J J. J 
9.50.4 Zo, = z = 
J.J 
==m+n r 2 s~ a, 
ij J. J 
Geldt model T dan geldt weer - zie § 6 -: 
l Y 0 , S, 
0 -J.J J 
= ..,J~---
I s~ 
J J 
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Geldt model M dan geldt weer= zie § 7 =o 
9.51.1 E(~) = 0 voor k ~ 2m + n - 1 o 
Onder HT geldt dus 9 met 
2m+n=2 2 
(m-1 )(n-2) l zk 
k=m+n+1 
9.51.2 
daar de' { ~k } voor k ~ m+n+1 N(0,6) en OoO~ zijno 
We bekijken nu het linkerdeel van (9.51.2) ender HM• waarbij we 
van de veronderstelling uitgaan dat het model T niet uitsluitend 
geldto DoWoZo dat: 
3 k 1> k=m+n + 1 9 o o o , 2m+n=2 i met E (~k) # 0 o 
Onder die voorwaarde is het linkerdeel van (9.51.2) een niet-centrale 
F verdeling met (m-2) en (m-1)(n-2) vrijheidsgradeno 
Met (9.50.3) en (9.50.4) kunnen we (9.51.2) schrijven als: 
9.51.3 [ 
I (m-1 Hn-2) (to = t ) 
-l. _o 
l. 
met SS. t 
=in 
N 2 
= I ~ 0 
k=m+n 
2 I 8~ J J 
{ 1 CL (L l,_o. }2} 
ij l. J l.J 
2 8~ I CL l. J l.J d~f MT (a,S,m 11n,z) 
(9.51.3) nu, toetst HT met alternatief ¾o Onder dat alternatief 
is (9,51.3) niet-centraal F verdeeld, ender HT is (9.51.3) centraal 
F verdeelda (9.51.3) is met betrekking tot deze twee hypothesen 
dus een zuivere toetso We moeten echter schatters voor a en 8 gebruikeng 
9.51.4 
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De verdeling van (9.51.4) is= zie § 6 en§ 7 = onder beide 
hypothezen niet bekendo (9.51.4) is wel een asymptotisch zuivere 
toets, zodat het redelijk is om hem te gebru'.iken als modeltoetso 
) 
Geldt nu~ a = 5%i 
MT (ail . B ~ m 9 n i .y) = F I ( 2 ) ( ' ) ( 2 ) < 0 dan a j m- , m=u n= 
verwerpen we model Men dan nemen we aan dat model T ten grondslag 
ligt aan de verrichte waatnemingeno 
Deze procedure is met koko-schatters ook uit te voerena Ge:Zien de 
ervaringen met koka~schatters bij voorgaande simulaties lijkt 
het waarschijnlijk dat MT (t~ 8~ mil nj y) een iets groter onder-
scheidingsvermogen heef't dan MT (a, 8,, mi n, y )··o 
Keuze tussen model Ven modei Mo 
Gegeven een interactie in model V willen we uitmaken of deze 
interactie uit een model M komt of nieto We volgen dezelfde 
procedure als hierboveno We zullen de resultaten als afgeleid 
in§ 8 hier gebruikeno 
Model V: 
9 • 5 2. 1 l.. = µ (l., + l a O a O + r s . b . + a *r + s * S+ ,,!:., s l a 0 
• l. 1 J J 
l. J 
We toetsen of r = 0~ dus~ 
V . = 'µ :Q, + t a . a . + r s . b . + s * 13 + e O ( Model V ( s * 13) ) 
L L:11 JJ 
l. j 
mets l Clo DoWoZo: het l.S onmogelijk bier nog eens a* s af te 
splitsen;,, Indien dus gevonden is dat r = 0 dan weten we dat (9.52.1) 
een model van Mandel is en dat de interactie niet te wijten kan zijn 
~ 
aan het model To Geldt s = 0 dan krijgen we: 
9.52.3 z = µi + 2 a. a.+ LS. b. +a* r + ea (Model V(a * D )) i l. l. J J J 
r 6 Di dus we kunnen schrijven: 
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n=1 
a* r = I yka......, d(k)s waarin { d )} de basis is voor de 
k=1 (k 
ruimte Do Kies d( 1 ) = f3 6. D: 
U=1 
a* r = Yi a* f3 + L Yko a* d(k)o { yk } zijn constanten met 
k=2 
k= 1 !il a a a , n-1 a 
Moaawa: Vinden we model V{a * D) = dit is een Mandel modelg - dan 
kunnen we nog onderzoekeni met behulp van de hierboven beschreven 
methode!il of we ook het model T kunnen acceptereno 
Zie (8.45.2) en (8.45.3) g 
Span S * f3 op door v(m+n), 000 ~ v(2m+n=3 ) 
Span a* D op door v( ) v{ 4 ) 2m+n-2 jooos 2m-2n= 
Geldt uitsluitend model V(S * B) dan kunnen we dus schrijven: 
9.53.1 E(~k) = 0 voor k ~ 2m+n=2o 
Geldt uitsluitend model V (et* D) dan geldt: 
9.53.2 E(~k) = 0 voor k = m+n 9 oaa, 2m+n=3 en voor 
k ~ 2m+2n=3a 
Geldt uitsluitend model V(S * f3) dan kunnen we dus schrijven: 
2m+~-4 
(m=2Hn=2) I ~k 
9.53.3 
--k=2m+n-2 
N 2 
(n=1' L ~k 
k=2m+2n-3 
terwijl het linkerdeel van (9.53.3) onder Ryll met de restrictie 
dat V(S * S) niet uitsluitend geldt~ een niet-centrale F verdeling 
heefto In dat geval hebben we immers een mengsel van de modellen van 
V(a * D) en V{S * S)!il zodat '3kll k=2m+n-2, oaa, 2m+2n-4~ met 
E(!k) # Oo Ten aanzien van deze twee mogelijkheden: uitsluitend 
V(S * S) en niet uitsluitend V(S *B) is (9.53.3) dus een zuivere 
toetso 
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Evenzo geldt, indien uitsluitend model V(a. * D) van toepassing is~ 
2m+n=3 
{m-2)(n=2) 1 z; 
,. k=m+n 
Ten aanzien van·detwee·mogelijkheideng uitsluitend V(a. * D) en 
niet uitslultend V(a. * D) vormt het linkerdeel van (9.54.1) een 
zuivere toetso 
Het linkerdeel van (9.54.1) is te schrijven, zie (8.47.5) en (8.47.6), 
met 
2 { ~- - w } 2 fa.~ <m=2)(n-2) 
-J _o ' l. 
--~~~~~2=1.~~-=~-- d~f I!.1 (a.~ S) 
(SSint =I )( n= 1) 
en t. 
-i 
I a.. s. x_,. 2 iJ i. J l.J} I 
, 2 0 2 • L a.. P. J 
' ' l. J l.J 
LS' y.' 
0 J -l.J 
=""-J_.,,,,.,..~ 
\ 2 LS. j J 
s~ + r { w . - w } 2 I J -J -, J i 2 a. 0 ' l. 
Evenzo is het linkerdeel van ( 9·. 54. 1 ) te schrijven als ~ 
- t 
-· 
l a.i s j Zij 1·2· 
- ij \ 2 2 . l I a.. s. j s~ (m-2Hn-2) J i l. J . -
--~-~~~~-~----~-~-- d~f L ( a) 
. 2 -2 a., p 0 (ss. t. - P ) (m-2) 
-in -
L1 (a., S) en L2 (a., S) le~eren~voor a en B dus asymptotische 
zuivere toetsen op, daar a. en S consistente schatters voor a. en S 
zijno 
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Nu kan het geval zich voordoen, dater interactie optreedt en bij~o 
1 1 (a.i 8) = Fa' , (n=1), (m-2Hn-2 ) < 0 is, af = 5%o Volgens (9.53.3) 
kunnen we dan besluiten tot V(S * 8)0 We zullen dan echter nog wel 
moeten controleren of 12 (a 1 8) - F 1 ( ) ( )( ) > 0 9 moaoWo a; m-2, m-2 n-2 
V (a* D) geldt niet uitsluitendo 
We komen dus tot de·volgende toetsen: 
Geldti 
1 1 <a, s) - F , a ; (!1.=1) i (m=2) (n-2) < Og 
12 (aii8) -F• () ( >O a; m-2, m-2)(n-2) 
dan besluiten we tot model V (S * 8)0 
Geldt: 
1 1 ( ~, 8) - F 1 a ; 
en: 
> 0 (n-1); (m-2)(n-2) 
12 (a,8)-F1 () ( )( )>O a; m-2, m-2 n-2 
dan besluiten we tot model V (a_* D)o 
Analoge toetsen zijn op te bouwen voor a en ~o 
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§ 10 Het optreden van andere modelleno 
Beschouw model T~ 
10. 56. 1 \ a. a. + ,. 8. b . + /\ a ~ 8 + e z=µi+L, ii L, J J 
J. J 
en het· algemene model A: 
10.56.2 1.= µJ,·+ la. a.+ l B. b. + y+ eo 1 J. J J 
J. J 
Bij het model T werd verondersteld dat y = a *B, a* B ligt 
in de ruimte Q die op~espannen is door v(m+n) (gedefinieerd in 
§ 6, blz o 311 o 
Nu kan het ziJn dat dit model niet voldoeto y kan bijvoorbeeld 
helemaal niet 1in Q liggen, maar wel in G-Qo In dat geval zou gelden: 
E( z + ) = 0, en: 3k zodanig ·dat 
-m n, 
E(~.k) .f O voor k = m+n+1, o. o, N; waarbij de ~k opc:dezel:f'de w:i:j,ze 
zijn gedefinieerd als in §6. 
Dan zou: 
10.56.3 
2 (mn"- m - n) .!m+n 
T (a, B, m, n, l,) = N 
1 z2 
k=m+n+1~- -
een niet-centrale x2 verdeelde noemer hebben en een centraal x2 
verdeelde tellero 
T-1 (a, B, min, l_) is dan een zuivere toets 
voor niet-additiviteit voor het geval: y E. G = Q, daar ender 
de nulhypoth7se (additiviteit): 
T-1 (a, B, m, n, v) + F 1 volgens de argumentatie van·§ 60 L mn-m-n, 
In de praktijk zullen we dus, indien we met de toets T (a, B, m, n, y) 
geen additiviteit hebben kunnen aantonen,ook T-1 (~, S, m, n, y) 
moeten proberen om te onderzoekeh of er geen interactie in de "rest"-ruimte 
G - Q'· optreedto De toets van Tukey krijgt daarmee dus het karakter 
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van een twee-zijdige toetso Helaas is het niet altiJd zo dat 
de inte~actie optreedt in de ene ruimte Q of de andere G = Qo 
Volgens (10.56.3~: 
Uit deze uitdrukking blijkt dat we ook tot de uitspraak kunnen 
komen: y < G - Q, indien de interactievector in G = Q significant 
groter is dan in Qo Dit zelfdeil maar andersomi geldt natuurlijk 
ook voor de toets van Tukeyo 
Op dezelfde wijze kunnen we de toetsen = bij vermeende afwezig= 
heid van interactie - voor de modellen Men V behandeleno 
Wij kunnen de interactieruimte G opspannen door de vectoren 
v(m+n), 000 , v(N)o We kiezen v(m+n) willekeurigo ~ 9 k=m+n 11 oooiN 
wordt gedefinieerd als in§ 4 dus~ 
i 
.!k = v(k) z.o .!k is dus de lengte·van··de· projectie·van z_op v(k)o 
Onder HA - de nulhypothese in het algeme~model A - is E(y) 
dus: 
E(~) = 0 voor k ~ m+no 
Treedt er interactie op in het model Adan ~k 5 k=m+n, 000 5 N met 
E(.!k) # Oo 
Dus: :Jk, k = m+n, o o o I) ·N ll waarvoor 
2 . 2 2 . . 
~k niet centraal Ox verdeeld iso Indien we 
die cr2 kendent dan konden wij op niet-additiviteit in het model A 
toetseno Voor een _yillekeurige ~ hebben we echter dan nog de moge-
lijkheid dat we mis zitten: de interactie vector kan net loodrecht 
~f bijna loodrecht) op v(k) staano Da~rom ;oeken we die k op waarvoor 
z! het grootst is o De verdeling van die: ~ ,;i,13 rcl~n .ec1t_~~.v g~·en niet-
centrale cr2x2 verdeling meer; door de .. grootste te zoeken is -~je ~ 
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afhankelijk van z~•~ k1 # ko In het boek van Pearson en Hartley 
vinden we echter een suggestie voor deze verdelingg 
Stel M 
K K 2 
= K ln { R' l z!} = 1 ln .!k 
k=m+n k=m+n 
en C =· 1 +3 (~ ... 1) · -(K-7 ~), met K = mon~ 
M 
dan heeft C bij benadering een x:_, verde1.ing onder HAo 
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In deze § zullen we ons s1echts bezig houden met het berekenen van de 
kkcr-$chatters van de parameters die in de modellen T, Men V voorkomeno 
Dit vr~gt vrij veel rekenwerko Bij numerieke bewerking van de verkre-
gen resultaten zal men merken dat 66k dit veel tijd vergto 
Berekening van kok~schatters in het model Tg 
Minimaliseerg 
r = ~ (y .. - a - a. - a• -Aa. aJ,) 2 - ", 1 a. - v2 1 B-ij 1J 1 J 1 i 1 j J 
( 11.59"1) moeten we minimaliseren met de restrictiesg 
We gebruiken daartoe de methode van Langrangeo 
la.= 0 en l !- = Oo 
i 1 j J 
11.59.2 
11. 59.3 
11.59.4 
11.59.5 
elf= . ·, \ (y .. ,., ... A A ... a-) 0 """> A ~= -2 - µ - a. - B· -A a. = µ aµ ~,1 1J 1 J 1 J 1J 
ar 
-2 1 (y .. ... .... !. ... ... a- H 1 A A ) aa. = - µ - a. - - ~ ai +A 13• 1J 1 J J J 1 j 
ar 
-2 1 (y .. ... ... t. .... ... ~. )( 1 ...... ) al. = - µ - a. - -A a. + A a. i 1J 1 J 1 J 1 J 
af · ( ... ... ... ... .,,, ) ... .,,, 
-,t-;r;: = -2 [· y .. - µ - a. - 'S, - A. a. P• a. P• = 0 
di\ .,J 1J 1 J 1 J 1 J 
1J 
Uit ( 11.59.3) en ( 11.59.4) volgt dusg 
11.59.7 
Uit 
}: (y .. A ... ~- ... ... - µ - a. - - /\ a. j 1J 1 J 1 
i (y .. ... ... - ~- A A - µ - a. -,-._ a. 1J 1 J 1 1 
la.= l ~- = 0 volgt~ 
i 1 j J 
~- )( 1 
J 
~- )( 1 
J 
11 • 5 9 • 8 m v1 = '\' ( y. . - µ - , t . )( 1 + A ~. ) 
~- 1J J J 1J 
+ ;._ -s.) = 0 -
"1 J 
... ... ) 0 + ,,...___ ().. 
-
"2 = 1 
= YO v 
-
"1 = 0 
- "2 = 0 
11.60.1 
11.60.2 
11.60.3 
Stelg 
60 
nv2 = l (y .. - µ - Qo )( 1 + A a.) 
. . 1J 1 1 1J 
l (y. . - µ - a. - ~. - A a. S.) ( 1 + A e.) - l l (y. . - (j - ~.) j 1J 1 J i J · J m ij 1J J 
(1 +;..tL) = o 
J 
}: (y .. -O-a. -s. -Aa. e.H1 +A,a.) _ll (y •. -, -a.) 
i 1J 1 J 1 J 1 n ij 1J 1 
I Cy .. - a - ~. H 1 + /\ e.) = a. j 1J J J 1 
}: (y .. - a - a. H 1 + A a.) = b. i 1J 1 1 J 
(1+;._a.)=0 
1 
( 1 1 • 6 0 • 2) wordt g 
l (y .. -it-s.)(1 +..; B.) - a. l (1 + A_6.) - l l (y .. - 1i - a.) j 1J J J 1 j J m ij 1J J 
Dusg 
a. - a 
... 1 0 
11.60.4 ai = g 1 + ~ ff.)2 , 
• J 
b. - b 
6 ',it - J 0 11. 0.5 Pj - l(1 + ~ 6.)2 
. 1 
1 
Uit (11. 59. 5) volgt dan nog Ag 
11.60.6 
I ... A 
.. y .. a. 6· A = 1J 1J 1 J 
\' .... 2 ... 2 
L a. 6· 
. . 1 J l.J 
c, + ~ 8.> = a J 
evenzo e.:. 
J 
a.,~- en;. iteratief te bepaleno Neem als startwaarden voor {a.} en ls.} 
:}J -1 1 J { a . en ½ B • en neem A = 0 o Bereken daarna ;._o l. J 
Een kleine vereenvoudiging volgt nog uitg 
1 \' ( A .... ) ( + ::,. ~J. ) -- l \' a = - L y .. - µ - 13. 1 , 'µ L o m • • l.J J m •• (y. . - t't - ~.) r- ~. l.J J J l.J l.J 
=lt (y .. -s->~a. en evenzog m •• l.J J J l.J 
b =l): (y .• A ) A A -a. l\a.o 
0 n .. l.J 1 1 l.J 
De kleinste kwadraten methode voor model Mg 
We laten de "dakjes" aanvankelijk wegg 
v .• = µ + a. + p. SJ. + e .. , zie ( 3. 12. 5 ) 
L].J 1 l. -1J 
Minimaliseer nug 
g ci:,; t \' {y - µ - a - p • 6 • Jl 2 - V 1 \' a. - V ~ \' 13 . - v3 ( \' P • - 1 ) 
- ~ • ij i l. J f 1 c. ~ J ~ l. l.J l. J l. 
De minimalisatie geschiedt weer met de methode van Lagrange 9met de res-
tricties la.= l 13. = l (p. - 1) = O. 
,l. ,J. l. l. J l. 
11.61.1 !Ii= -2 t (y .. 13.) = 0 -> ... - µ - a. - p. µ = y aµ ij l.J l. l. J 0 0 
~ = -2 1 (y .. - µ - a. - p. a.> - v, = 0 aa. ij l.J l. l. J l. 
11.61.3 ls. = -2 1 (y .. - µ - a. - p: a. )p. - V = 0 aa. i l.J l. l. J l. 2 J 
11.61.4 ls. = -2 l (y .. - µ - a. - p. a.) a. - \.' = 0 ap. j l.J l. l. J J 3 l. 
Ui t ( 11 • 61 • 2) volgt door sommering over i g 
11.61.5 v, = O 
Ui t ( 11 • 61 • 3) volgt door sommering over j g 
-2 t (y .. - µ - a. - p. s.)p. = -2 1 (yiJ. Pi - µ - P1 a.)= ij l.J l. l. J l. ij l. 
= nv • 2 
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v2 = - l l Cy .. p. - µ - p. a.> n . . 1J 1 1 1 
1J 
Uit (11.61.4) volgt door sommering over ig 
· 2 V 2 
"3 = - - l (y · · fL - 13 ·) 
m ij 1J J J _ 11.62.2 
Uit (11.61.2) en (11.62.1) volgt voor a.g 
1 
-2}: Cy~. - u - a. - p. a.>= o 
. 1J 1 1 J J . 
l (y • • - µ - a.) = 0 Dus g j 1J 1 
a. = .1.}: (y .. - a> ofg 
1 n j 1J 
11.62.3 a. = y. - y Dit is ook een zuivere schatter voor a.o 1 1o oo 1 
Uit (11.61.3) en (11.62.1) volgtg 
-2 r Cy. . - y - y. i 1J oo 1o + 1 - P1· a.)p. + 1 I (y •. P• - u -o. J 1 n . . 1J 1 
1J 
- p·. a.) = 0 
1 1 
omdat a. = y. - y 
1 1o o o 
Vanwege p = 1 enµ= y geldtg 
ofg 
0 0 0 
-}: (y .. -y. -p. 13,)p. +.!.}: (y .. p. -p. µ-p.a.) =O 
1• 1J 1o 1 J 1 n . . 1J 1 1 1 1 
. 1J 
,- ( ) ,. 2· 1 r l y .. -y. p.+f3.lp.+ ..... l 
1• 1J 1 o 1 J • 1 n .. J. 1J 
(y., -y. )p. = 0 
1J 1o 1 
a . wordt dus g 
J I Cy· · - Y • > - .!. I Cy· · - Y • > 
11.62.4 
i iJ 1. n . , 1J 1 o a· =---------1~J ______ _ 
J 1 A2 i pi 
De kk~schatter voor de p. wordt, zie ( 11.61.4) en ( 11.62.2)g 
1 
-2 l (y .. - µ - a. - p. a.)a. + l 1 (y .. a. - a~)= o j 1J 1 1 J J m ij 1J J J 
Dus~ 
11.63.1 
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-1 Cy .. a. - P. a~> + .! I Cy .. a. - a~> = o i l.J J 1 J m ij l.J J J 
- l ( Y. • 8 . ) + P • l 8 ~ + .! l ( Y. • 8 . - 8 ~) = 0 , of~ j l.J J ·. l. j l. m ij l.J J J 
\ ( A 1 \ A \ ..,2 
-4 yij 8j - m 4. yij 8j + L 8j 
J l.J J 
1 ~~ j J 
1 <Y. • s.) - .! 1 Y. . ~. 
. l.J J m • • l.J J 
A = J l.J 
pi 1 g~ 
j J 
I<y .. s.)- 1 1 y .. s. 
. l.J J m • • l.J J 
'·- J . l.J i - 1 ff. j J 
= fj. l. 
+ 1, dus~ 
(11.62.4) en (11.63.1) kunnen weer· iteratief bepaald wordeno Neem in 
(11.63.1) eerst n. = y . - y , vul dan de verkregen p. in (11.63.1) ino J oJ oo l. 
koko schatters in het model Vo 
Model V, zie (3.14.2 ),g 
y . . = µ + a . r ! + s ! 8 . + e .. o met }: a . = L 8 . = l ( s ! - 1 ) = l.J l. J l. J -J.J . l. • J • ' l. - j 
. l. J l. . 
I(r! - 1 )= o en I a. sz = o 
• J l. ... 
J 
We passen de methcde van Lagrange weer toeo 
Minimaliseer~ 
I (y .. r! - s~ 2 1 I h = - µ - a. 8.) - \I 1 a. - \I 8. 
ij l.J l. J l. J i l. 2 1 J 
- \I 1 ( s ! - 1 ) 
- "4 1 (r! - 1) - \I I a. s! 3 i l. j J 5 i l. l. 
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Duidelijk isg 
11.64.1 
11.64.2 
ah 
aµ 
ah 
aa. 
l 
= o -> a = Y 
0 0 
= ~ 
J 
r! (u .. - µ - a. r! 
J lJ l J 
s! f3.) 
l J 
V 1 \15 
+ - + - s' = 0 2 2 i 0 
v, \15 l r ! y . . - nµ - a . l r~ .. s ! l r ! B • + - + - s 9 = 0 o j J lJ l j J l j J J 2 2 i 
Over 1 sommereng 
Stelg 
l y .. r! - nµ - l 
ij lJ J j 
v, \15 
r! S. + - + - s! = Oo J J 2 2 l 
- - I 
ij 
y .. r! + nµ + l 
lJ J 
r! B. o 
J J J 
Dus; 
I .... 0 ... .... ' I •v I\ ... ( 11.64.2)g y .. r. nµ s. r. B. = µ. 0 Dan volgt ui t l l J l 
11.64.3 
Evenzog 
11.64.4 
j lJ 
... 
a. = l 
ah 
= ai. 
J 
J 
i. - jfl l • 1 {?! )2 j J 
-2 Is! i ,l 
j 
(y .. - µ -
lJ 
a. r! 
l J 
I s ! y .. - mµ 
i l lJ 
... 
V• 
... 
= J B· J I 
i 
-
s ! y. . - mµ , zodat l lJ 
'V 
0 
Cs~ >2 
l 
De kleinste kwadratenschatters voor n worden verkregen door de projectie 
van y op de model ruimte, hier:(A + B) +a* D + S * So a en 13 kennen 
we niet, we kiezen daarom voor a g a en voor 13 g ~o 
Die projecties echter hebben we afgeleid in§ 8 voor a en So Voor a en 
~ geldt een analoge afleidingo (Stel a= pen~= q)o 
Vanwege de geeiste relatie geldt g S .J_ a o 
Dusg 
S * al. a* Do 
Dan geldt dus g 
s~el a* r + S * S 
Dus$ vanwege de orthogonaliteitg 
= y.,.. D en 
a* 
s # ~ = y S * 13 
Met (8.47.5) geldtg 
Ya* D = o * Mj waarin w. een vector is in den dimensionale 
ruimte V , met als j e component 
n 
11.65.3 ~ w. - w J 0 
~ 
• M. = 
J 
? a. y .. i i iJ 
}:a~ 
. i 
i 
Omdat y = n * r= n * w geldt: o * D 
... ~ 
r. = w. = w • 
J J 
Evenzo geldtg 
ys * S = s * S, waarin volgens (8.47.3) het ie element van 
de vector ij gelijk is aang 
e-, 
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A A 
a. e . y .. 
11 • 66. 1 ... t. 
- t }: l. J l.,1 waarin s .. = l. l. I a~ s~ , 0 l.J 
• . l. J 
l.J 
~ A e. y .. J l.J 
.... 
= 
J 
11. 66. 2 t· s~ l. ~ 
J J 
De kleinste kwadratenschatters voor S! en r! volgen dan uit: s! = s. + 1 
l. J l. l. 
en r! = ~- + 1o s., r. end·~ s. kunnen we nu iteratief bepaleno 
l. l. 'l. J l. J 
In (11.65.4) en (11.66.1) gebruiken we daartoe de zuivere schatters 
a. en S. van a. en 13. o Dan berekenen we r. en ~·1., en daarna r! en e ! o l. J l. J J . . J ~l. 
De verkregen waarden vullen we in (11.64.3) en (11.64.4) in, zodat we 
a. en S· krijgeno Dan herhalen we het proces weer met deze a. en S. enzo 
l. J l. J 
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Errata I 
b.: van boven afgeteld. 
0.: van onderen afgeteld. 
blz. regel Er staat: Moet zijn: 
II 3 o. f(l.i_j) = g, ', zodanig dat f(;[_, . ) = g,.' zodanig dat J.J J.J -J.J 
g, C 
J.J g.' -J.J 
2 3 b. te construeren. te construeren.) 
2 '! 1 o. door 1. door JI,. 
4 ruimten / k , ruimten Jc k * D} 10 o. le DJ l 
11 o. e,, e .. 
J.J -J.J 
12 3 b. + \ s + a+ s + \ S .b, + $\, Cl. * s l l j J J J J 
12 4 b. µ + µ Q, + 
12 4 b. + \ s' + + \ S .b, + L, J l J J J J 
13 7 o. e e 
13 o. Y, y1a 
14 2 o. e e 
-
16 14 b. ( V 1 ' 0, ti) • , vN) (v(1)' • e I!> , V (N)) 
16 9 o. y = L = 
16 o. YG ~ 
21 8 f ' J ' o. ltk} 't. } 
'-k 
22 2 b. F JI, A (x) F1,)..(x) 
, 
,co roo 00 
22 7 b. I ak I I ak 
;k=O Jo k=O 
22 8 b. (k-v) f lak {ak 
23 2 o. f JI, (u) f 1 ( u) 
24 3,10 o. w w 
24 9,8 0, p fw rl- pr{~ 
blz. regel 
31 5 b~ 
31 9 b. 
32 11 b. 
34 8 b. 
34 9 o. 
34 7 o. 
35 15 b. 
36 13 b. 
40 2 o. 
40 1 0. 
41 3 b. 
41 4 b. 
44 5,6 o. 
46 10 0. 
47 8 b. 
48 1 b. 
52 2 b. 
56 6 b. 
64 7 b. 
>. ,f: 0 
y. 
z 
-m+n 
~ 
Er staat: 
T(a, 13,m,n,z) 
1 
y 
t. 
De ruimte is 
t. 
wordt 
hypothezen 
.... µ. 
J. 
6 o. W 11 Wo 
J 
II 
Moet zijn: 
" 'f 0 
n. 
z 
-m+n 
HT 
T ( o. , S ,m, n ,z) 
1 
m 
~ 
t. 
De ruimte Sis 
t. 
(8.46.1) wordt 
hypothesen 
w; w. 
J 
